
Problème 2La Logique Linéaire Soft multipliative, qu'on notera SLL, est dé�nie par les règles suivantes (enalul des séquents monolatère) :pour l'axiome, la oupure, les onneteurs ⊗, Γ : mêmes règles que pour MLL (voir l'annexe) ;pour les exponentielles :
⊢ Γ, A promf
⊢?Γ, !A

⊢ A, . . . , A,Γ mplex
⊢?A,ΓCes règles sont appelées respetivement promotion fontorielle et multiplexing.Dans la règle (mplex) le nombre de formules A dans le séquent prémisse est n'importe quel n ≥ 0.Ce n est appelé l'arité de l'ourrene de la règle (mplex).1. On onsidère pour ette question la règle supplémentaire suivante :

⊢ Γ, ??A digging
⊢ Γ, ?AMontrer que si un séquent ⊢ Γ est prouvable dans MELL, alors il est prouvable dans le système(SLL+digging).2. On dé�nit les strutures de preuve SLL omme les strutures de preuve MELL, sauf pour lesnoeuds exponentiels et les boîtes :� un noeud multiplexing ?m a n ≥ 0 prémisses (n est son arité) d'étiquettes A et une onlu-sion d'étiquette ?A,� une boîte exponentielle a une porte prinipale (ave un noeud !) et k ≥ 0 portes auxilliairesave des noeuds ? ; si les onlusions de la struture de preuve R à l'intérieur de la boîtesont A1, . . . Ak, B, les onlusions des portes auxilliaires sont étiquetées par ?A1, . . . , ?Ak etelle de la porte prinipale par !B.Les boîtes doivent satisfaire les mêmes onditions que pour les strutures de preuve MELL :haque noeud ! ou ? est porte d'une boîte, et étant données 2 boîtes, soit elles sont disjointessoit l'une est inluse dans l'autre.La profondeur d'un noeud d'une struture de preuve R est le nombre de boîtes dans lesquellesil se trouve ; la profondeur de R est le maximum des profondeurs de ses noeuds. Le rang de Rest le maximum des arités de ses noeuds ?m.Donner les règles de rédution exponentielles des strutures de preuve SLL. Si R se réduit en

R′, que peut-on dire sur la profondeur de R′ ? Sur son rang ?3. Donner une tradution, qu'on notera (.)s, des strutures de preuve SLL dans les strutures depreuve MELL telle que R et Rs aient mêmes onlusions.4. Donner une notion de graphe de orretion et un ritère de orretion () pour les struturesde preuve SLL (dé�nissant des réseaux SLL) tels que :si R est une struture de preuve SLL satisfaisant (), alors Rs satisfait le ritère (AC).(Indiation : faire une preuve direte, ne pas essayer d'utiliser de propriété de séquentialisabi-lité)5. (question subsidiaire)Dans ette question on va montrer que la rédution des réseaux SLL a un nombre d'étapespolynomial. 1



Soit R un réseau SLL ; soient R1, . . . , Rk (k ≥ 0) les sous-réseaux de R ontenus dans une boîteexponentielle à profondeur 0. Soit N le nombre de noeuds de R non oupures et à profondeur0. Le poids de R est le polyn�me WR[X] dé�ni de manière indutive par :
WR = N +

k∑

i=1

XWRi
.(a) Montrer que si n est un entier stritement positif et si R se réduit en R′ par une étapenon exponentielle, alors WR′(n) < WR(n).(b) Montrer que si n est un entier stritement positif et supérieur ou égal au rang de R et Rse réduit en R′ alors WR′(n) < WR(n). En déduire que le nombre d'étapes de rédutiond'un réseau R est majoré par WR(r), où r est le rang de R.
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