S. Le Roux et V.Nesme Le 13 octobre 2004

Logique - TD n’o

Déduction naturelle

Exercice 1: Logique minimale
Finir le TD précédent. ..

Rappels de cours : Déduction naturelle

Les formules de déduction naturelle (en abrégé, DN) sont construites avec le connecteur
nullaire L et les connecteurs binaires —, V, A. Ses jugements sont de la forme I' F ¢, ot1 ¢ est
une formule et I, appelé 'antécédent, un ensemble de formules.

IIn’ déducti turelle qu’ i : ——
n’y a en déduction naturelle qu'un axiome F,al—a( yp)
et, pour chaque connecteur, il y a des régles d’introduction et d’élimination :
'H_1 IakFg 'Fa—pg T'kFa
(e.fq..) —— (=) (—-E)
I'a I'-a—p LEp
I'kFa T'FHpG ) I'kang . I'kang -
Trang 7 Tra O rrpg
'Favg T,ak gk I'= I'=
avp a7y B i (V-E) o (V-I-1) 75 (v-1-2)
| I Y I'kavp I'kavp

Exercice 2 : La déduction naturelle, c’est plus facile que Hilbert

Montrer en déduction naturelle les assertions suivantes :
—|I: Fa—a

- K: Fa—f—a

- S: F (a—=p—y)—(a—p)—a—y

B: F (6—7)—(a—pf)—a—y

F (a—f—y—0)—(8—a)—(f—v)—F—0
FaVvpf—0Va

F(a=B)—=(aVy)=(BVy)

FaV (BAy)—(aV B)A(aVy)

Exercice 3 : Affaiblissement
Montrer que la regle suivante, dite d’affaiblissement, est correcte en déduction naturelle :

Fo
— (aff.
AR

Exercice 4 : Quelques démonstrations en déduction naturelle

= pA(gnr)—=(pAg)Ar

FpV(ghr)=(pV AP V)

= (p Vv —p)—=(((p—9)—p)—p)

- (p—a)—(g—mp) IEog Thq
Montrer que la regle suivante est correcte en DN : B
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Rappels de cours : Logique classique
On ajoute a la déduction naturelle la regle de reductio ad absurdum :

I'—=atk L1
'«

(ra.a.)

Exercice 5 : Déduction naturelle classique
Montrer en déduction naturelle les assertions suivantes :

F-p—p
'L
I'kp

I'-pkp
I'kp
EpV-p

1E

O e contrap
I'Ep—q
F((p—aq) —p) —p
I—pVv-qkr
T, =(pAg) Fr
I',—p,—qFr
L,=(pVva) Fr

Lp,—qbtr

L=(p—q Fr
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