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Le paradoxe du barbier Lambda calcu

simplement typé

Pierre Lescanne

Q = (Ax.xx)(Ax.xx) et Y = M. (Axf(xx)) (Axf(xx))
contiennent des termes qui s'appliquent a eux-mémes.
Le paradoxe du barbier est :

Le barbier rase tous ceux qui ne se rasent
pas eux-mémes.
Qui rase le barbier?

Pour éviter les paradoxes, on cherche a éviter de tels
termes.

On va donc typer les termes.

Typer est aussi bien pour la programmation.
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Les objectifs du typage cimmplement typé

Pierre Lescanne

Le typage a donc deux objectifs :
» préserver la correction, rien de mauvais ne peut
arriver,
» préserver la terminaison, toutes les réductions se
terminent.

En A-calcul la terminaison s'appelle la normalisation forte.
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Types, annotations des variables Lambda calcu
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Pierre Lescanne
Les types a la Church
Les types sont
» soit des types de base o,
» soit des types applications ¢ — 7.

Dans I'approche dite a la Church, les variables associées a
un A sont annotées par un type.

M,N = x| XX .M|MN
Soit I un ensemble de variables annotées par leurs types.

r = {x"..x"}



Jugements et regles Lambi-calcu
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Les types a la Church

Un jugement de typage a la Church est une déclaration
de la forme ' M : 0.
On a alors les régles de typage suivante.

FrU{x?}EM:7

MEx:o six”el M- AXOM: o — 1,

r-m:0—-7 ITEN:o

rN=MN:T1



Un exemple

A la Church on écrirait :

(Aflomo)mlome) oo f£(fi)) (AFO°x°.F(fx))

Lambda-calcul
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Les types a la Church
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Les environnements simplement typé

Pierre Lescanne

Les types a la Curry

Dans I'approche a la Curry, on traite des termes usuels
du lambda-calcul.

Il faut typer les variables libres, il faut donc faire des
hypotheses sur les types de ces variables.

D’ou la notion d’environnement.

Un environnement est un ensemble d'association de types
a des variables.

F=x1:01,...,%: Opy



Les types

Un jugement est |'affirmation du type o d'un terme M
sous un certain environnement [ :

rMN=M:o
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Les types a la Curry
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I_eS r\egles simplement typé
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Les types a la Church
Les types a la Curry

La correspondance de
Curry-Howard

Normalisation forte

(Var) T,x:obFx:0o

Une autre
démonstration de la
normalisation forte

r’X .0 l_ M T Les autres connecteurs

XM M:0—T1

(Abs)

(App) I-M:0—T1 r=N:o
PP FEMN -7




Exercices Lombda-calcul
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Les types a la Curry

Typez les termes
B = A\xyz.x(yz),

| = \x.x,
C = Axyz.xzy,
K = Axy .x,

S = Mxyz.xz(yz),
p22=(\mn.m n) (AMx.f(fx)) (Mx.f(x))
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Les types a la Curry

1. Typez Il = (Ax.x)(Ax.x).
2. Typez 2 2 = (Afx.f(fx))(Afx.f(fx)).

3. A-t-on le méme type pour / (resp. 2) dans chaque
cas?

Conclusion : Le systeme de types simples n'est pas assez
général. Il ne permet pas d'affecter un type unique a
chaque terme.

Le type d'un méme terme peut dépendre de son contexte.



Si Mx:ocFM:T1 et r=N:o
N=M[x:=N]:7

alors

Démonstration : Par induction sur M.
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Si Mx:ocFM:T1 et r=N:o alors
N=M[x:=N]:7

Les types a la Curry

Démonstration : Par induction sur M.
eSiM=yalors I contienty : 7 et M[x =N|=M=y
donc le résultat qui est I = y : 7 est clair.

e Si M=xalors =0 et M[x:= N]= N et le résultat
est I'une des hypotheses.
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Si x:cF-M:71 et '=N:o alors
I— l_ M[X — N] o Les types a la Curry
Démonstration : Par induction sur M.

e Si M =P Q alors par (App) pour un certain 7/, on a

» [ x:0F P:7' — 7 duquel on tire par induction
NEPlx:=N]:7" -7
» et [,x:0F Q: 7 duquel on tire par induction
M- Q[x:=Nj]: 7.
Donc par (App) I = (P Q)[x := N] : 7 puisque
(P Q)[x := N] = P[x := N] Q[x := N].
e Le cas M = Ax.P est similaire.



Réd uction du Sujet Lambda-calcul
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Les types a la Curry

Lemme Réduction du sujet
La §-réduction préserve le type.
SiTEFM:oetsiM 5 N alorsTHN: 0.




Sirl—l\/lzaetsil\/l?NanrsFI—N:U.

Démonstration : Par induction sur la définition de
M —— N.
B8

» M= ()\X.Ml)/\/lg

e (Ax.My)My : o vientde I',x : 7 My : o et de

=My : 1.
D'autre part N = M;[x := My]
or d'aprés le lemme [ = My[x := My] : 0.
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Les types a la Curry



SiFI—I\/I:aetsiM?NanrsFl—N:a.

Démonstration : Par induction sur la définition de
M — N.
J&j

> M= ()\X.Ml)Mz

e (Ax.My)My : o vientde I',x : 7 My : o et de

=My :r.
D'autre part N = My[x := My]
or d'aprés le lemme ' = Mj[x := My] : 0.

» M= M{M, avec N = N; M, et My T> Ny.

FEM:ovientde TFM, -7 —oetTHM:T,
par induction ' = Ny : 7 — o etdonc ' Ni M, : 0.
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Les types a la Curry
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SiFI—I\/I:aetsiMTNanrsFl—N:a.

Démonstration : Par induction sur la définition de Les types  la Curry
M —— N.
g
> M= ()\X.Ml)M2
e (Ax.My)My : o vientde I',x : 7 My : o et de
FreMy:r.
D’autre part N = M;[x := My]
or d'aprés le lemme ' = Mj[x := My] : 0.
» M = M{M> avec N = N; M, et My T> .
[EFM:ovientdelTEM; 7 —ocetl - My: T,
par induction T Ny : 7 — o etdonc ' N M, : 0.

» Les autres cas sont similaires.



Commentaires Lambda-calcul
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Les types a la Curry

» Si un terme est d'un certain type, il n'en sortira pas
par (-réduction.

» Si un terme a une forme normale et s'il a un type,
alors sa forme normale a ce type.
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La mathématique c'est I'art de donner le méme ol eolis
\ s urry-Howar
nom a des choses différentes.
Henri Poincaré
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La mathématique c'est I'art de donner le méme ol eolis
\ s urry-Howar
nom a des choses différentes.
Henri Poincaré

La logique c'est I'art de donner des noms
différents a la méme chose.
Haskell Curry et William Alvin Howard



La correspondance de Curry-Howard

(Var) Tx:oFx:0o Mpkp
Mx:oFM:1 MNpkag
(Abs) FrEXXM:o—7 = lEp=gq
r=M:o—r1 Fr=N:o lEp=gq Ml=p
(App) = E

= MN: T MN-gq



La correspondance de Curry-Howard Lambda-calcul
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La correspondance de
Curry-Howard

Dans '+ M : o,
» M : est une annotation qui est le «terme de preuves,

» o peut-8tre vu comme un type ou comme une
proposition.



La preuve de B e,
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(p=4q), (r=p),rtEp=gq D I(_:a rﬁorﬁ:pc;r:jance de
u - Wi
(p=q), (r=p),rtaq !

=E

(p=q), (r==p)Fr=gq

(p=a)F(r=p =r=gq

Flp=q =(r=p)=r=gq

ou D est

(p=4q), (r=phrFr=p (p=q), (r=p),rtr
(p=4q), (r=p)rtp

= E



La preuve de B annotée

x:(p=4q), y:(r=p)z:rEx:p=gq

D

(
= E
x:(p=q), y:(r=p)hz:rkx(yz):

q

x:(p=q),y:(r=pkFlXzx(yz):r=gq

x:(p=q)FXzx(yz):(r=p)=r=gq

FAyzx(yz):(p=q) = (r=p)=r=gq

ou D est

Lambda-calcul
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La correspondance de
Curry-Howard

x:(p=q), y:(r=p)z:rty: r=p x:(p=q),y:(r=p)z:rbz:r

= E
x:(p=4q), y:(r=p),z:

rbyz:ip



I_a preuve de B annotée Lambda-calcul
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-~ F x:(p:>q), y:(r:>p),z: reEx:p=gq D La correspondance de
x:(p=q), y:(r=p)z:rtx(yz):q Gl ez
x:(p=q),y:(r=ptlXzx(yz):r=q
x:(p=q)FXzx(yz):(r=p)=r=q
Fdxyzx (yz):(p=q)=(r=p)=r=4q
ol D est

x:(p=q), y:(r=p)z:rty: r=p x:(p=q), y:(r=p)z:rbz:r
x:(p=q),y:(r=phz:rkyz:p

La preuve du lemme B est le terme B!



Simplification de preuves

La preuve

(p=p)a-p=p

(=1
(p=pFag=p=p

(=1
F(p=p)=aq=p=p

Lambda-calcul
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La correspondance de
Curry-Howard

pkp

— (=)

Fp=p

Fg=p=p

peut étre réduite

(= E)



Simplification de preuves Lambda-calcul
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En effet, on fait une introduction immédiatement suivie

d’une élimination : La correspondance de
Curry-Howard
(p=p)g-p=p
(=1
(p=pFag=p=p pEp
(=1 (=1
F(p=pP)=q=p=p Fp=p
(= E)
Fg=p=p

On peut obtenir une preuve de - g = p = p a partir de
la preuve de (p = p) - qg=p=p.
Pour cela, il suffit de remplacer chaque occurrence de
I'utilisation de I'hypothese (p = p) par sa preuve.



Simplification de preuves

En utilisant cette remarque

(p=p)a-p=p

(=1)
(p=pFag=p=p pEp
(=1 — (=1
F(p=pP)=q=p=p Fp=p
(= E)
Fg=p=p
donne
a,ptp
(=1
qFp=p
(=1

Fg=p=p

Lambda-calcul
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La correspondance de
Curry-Howard



Simplification de preuves

Donc avec les annotations par les termes de preuve

x:(p=p)y: qkEx:p=p

(Abs)
x:(p=p)FAyx:qgq=p=p z:pkz:p
(Abs) — (Abs)
FlXxyx:(p=p)=qg=p=p FlXzzp=p
(App)
F(Axy.x) (Az.z):q=p=p
donne
v:iqg,z:pkz:p
(Abs)
yigbXzz:p=p
(Abs)

FAyzz.q=p=p

Lambda-calcul
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La correspondance de
Curry-Howard



Simplification de preuves

Donc avec les annotations par les termes de preuve

x:(p=p)y gkx:p=p

(Abs)
x:(p=p)FAyx:qg=p=p z:pkz:p
(Abs) —— (Abs)
FXxyx:(p=p)=>qg=p=p FAzzp=p

(App)
F(A\xy.x) (A\z.z):q=p=p

donne

v:iq,z:pkz:p

(Abs)
vigblzz:p=p

(Abs)
Fyx)[x:=Xzz]|=Ayzz:q=>p=p

La B-réduction correspond a la simplification des
preuves.

Lambda-calcul
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Pierre Lescanne

La correspondance de
Curry-Howard



Simplification de preuves

Lambda-calcul
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D La correspondance de
Curry-Howard
o, F D’
— (=) —
=¢ =1 M=o
(= E)
M=
se transforme en o
M=

D" est la preuve D dans laquelle toutes les utilisations
de I'hypothese ¢ sont remplacées par la preuve D’ de ¢.



Simplification de preuves Lambda-calcul
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D
x: T HM:p D e
(Abs) ————
M= (A.M): = Fr=nN:o

(App)
[ Ox.M) N

se transforme en

Dl/

e M[x:=N]: ¢

D" (qui se note M[x := NJ)

est la preuve D (qui se note M)

dans laquelle toutes les utilisations de I'hypothése x : ¢
sont remplacées par la preuve D’ de ¢ (qui se note N).



La correspondance complete de Curry-Howard

On obtient le tableau de correspondance :

types propositions
termes preuves
réduction simplification des preuves

Lambda-calcul
simplement typé

Pierre Lescanne

La correspondance de
Curry-Howard
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Terminaison de la simplification ? ombd eyl

Pierre Lescanne

Normalisation forte

Est-ce que le processus de simplification de preuves se

termine?
Autrement dit est-ce que ce processus est vraiment un

processus de simplification.



Normalisation forte

Définition : Un terme M est fortement normalisable
toute suite de réductions

M 3 My T T3 M,... est finie.

Théoréeme : SiT = M : 7 alors M est fortement
normalisable.

Lambda-calcul
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Normalisation forte

S



Normalisation forte (démonstration), 1¢ ettt
Iem me Pierre Lescanne

Normalisation forte

Lemme : Si A, B et C sont fortement normalisables
et ABC n’est pas fortement normalisable
alors il y a un D tel que

1. A — Mx.D
B8

2. D[x := B]C n'est pas fortement normalisable.




Normalisation forte (démonstration), 1¢ ettt
Iem me Pierre Lescanne

’ Démonstration : ‘

Normalisation forte

Puisque A, B et C sont fortement normalisables, la
réduction infinie qui part de ABC est de la forme

ABC —= (Ax.D)B; G, —5= Dlx:= Bi|G — -

Mézalors le résultat vient immédiatement du fait que

D[x := B|C — D[x := B|G.



Normalisation forte (démonstration), 1¢ ettt
Iem me Pierre Lescanne

Normalisation forte

Remettons le lemme a |'endroit.

Lemme : Si A, B et C sont fortement normalisables
et si D est le premier tel que

1. A — Mx.D
B8

2. D[x := B]C est fortement normalisable.

alors ABC est fortement normalisable
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Normalisation forte (démonstratiOn), 2eme simplement typé
Iem me Pierre Lescanne

Normalisation forte

Lemme : Si Met P sont typés
et si M et P sont fortement normalisables,
alors M[x := P] est fortement normalisable.




Normalisation forte (démonstration), 2o Lo caleu
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Normalisation forte

’ Démonstration : ‘
Par induction sur le triplet (type(P), h(M), taille(M)), ou
e ou type(P) est la complexité du type de P,

e h(M) (ou hauteur) est la longueur de la plus longue
réduction qui commence en M,

o taille(M) est la taille de M (le nombre de symboles).
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Normalisation forte (démonstration), 2eme simplement typé
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Normalisation forte

» M = A\y.N, clairement h(M) = h(N), mais
taille(M) > taille(N). On applique I'induction.
Donc N[x := P] est fortement normalisable, donc
M[x := P] = AyN[x := P] est fortement
normalisable.



Normalisation forte (démonstration), 2o Lo caleu
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> yl?, les réductions ont lieu dans les R;, donc
clairement h(M) > h(R;), et taille(M) > taille(R;).
On applique I'induction a chacun des R;, on conclut
que chaque R;[x := P] est fortement normalisable,

donc y...Ri[x := P]... est fortement normalisable,
mais comme

Normalisation forte

y..Ri[x = P]... = (yR)[x := P].

Par conséquent, (yR)[x := P] est aussi fortement
normalisable
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Normalisation forte (démonstration), 2eme simplement typé
Iem me Pierre Lescanne

» M= (\y.Ll)QR
Par induction, L[x := P], Q[x := P] et l_i"[x = P] N Rt (o
sont fortement normalisables.
Posons D = L[y := Q] R.
Si on veut utiliser le lemme précédent, il suffit de
montrer que L[x := P][y := Q[x := P]] R[x := P] =
D[x := P]

est fortement normalisable .

Or h(M) > h(D) donc par induction D[x := P] est
fortement normalisable. On peut donc appliquer le
1°" lemme.
Et donc par le lemme, M[x := P] est fortement
normalisable.
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Normalisation forte (démonstration), 2eme simplement typé
Iem me Pierre Lescanne

Normalisation forte
» M= xLC_j

On veut démontrer que P L[x := P] Q[x := P] est
fortement normalisable.
Notons que

» h(M) > h(L) et taille(M) > taille(L)

> et h(M) > h(Q;) et taille(M) > taille(Q;).
Donc, par induction, L' = L[x := P] et
(5’ = @[x := P] sont fortement normalisables.
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Iem me Pierre Lescanne

» M =xLQ (suite) Normalisation forte
Si on veut utiliser le lemme précédent, il suffit de
montrer que si P; est le premier tel que
P 5 Ay. Py

alors M’ = Py[y := L']@Q’ est fortement
normalisable.
Remarquons
> que type(x) = type(P) = type(\y.P1) =0 — T,
> que type(L) = type(L') = o < type(P).
> et que type(Piy :=L']) = 7 < type(P)
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Normalisation forte (démonstration), 2eme simplement typé
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Normalisation forte

» M =xLQ (suite)

On peut appliquer I'hypothése d'induction et donc

Pi[y := L] est fortement normalisable.

Parce que type(Pi[y := L']) < type(P), on conclut

par induction, que M'=(zQ")[z := Py[y := L] est

fortement normalisable

Ainsi on peut appliquer le deuxieme lemme et

conclure que M[x := P] est fortement normalisable.
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Normalisation forte (démonstration) o g
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Théoréme : Si T M : 7 alors M est fortement

normalisable.
Le théoreme est prouvé par induction structurelle sur le

terme dont on cherche a prouver la normalisation forte.

Normalisation forte

» Le terme est une variable ou une abstraction c’est
clair.

» Le terme est une application P @
alors on utilise la méme astuce que dans le lemme en

disant que
PR = (z2Q)[z:=P]

¢a devient évident par le 2°™¢ lemme dont les
hypotheses proviennent de I'induction structurelle.
En effet si Q est fortement normalisable alors z Q est

fortement normalisable.



Lambda-calcul
simplement typé

Pierre Lescanne

Les types a la Church
Les types a la Curry

La correspondance de
Curry-Howard

Normalisation forte
Une autre
démonstration de la

normalisation forte

Les autres connecteurs

Une autre démonstration de la normalisation forte

u]
o}
i
ul
ht




Réductibles

Soit R? des ensembles de termes

RO
RO—T

SN = {I’ensemble de fortement normalisables}
{M|(VNeR)MNEeR"}
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Une autre
démonstration de la
normalisation forte



Les réductibles sont fortement normalisables

Lemme : Pour tout o

» pour tous My € SN, ..., M, € SN on a
X Ml.../\/lp € R,

» R C SN.

Démonstration
Par induction sur les types.

» Si le type est o, alors clairement
x My..Mp € R° = SN et R° C SN.

Lambda-calcul
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Une autre
démonstration de la
normalisation forte



> Sile type est 0 — T, alors

» Pour montrer que x M;...M, € R°~7, il faut
montrer que pour tout N € R?, on a
x Mi..M, Ne R";
or par induction R? C SN
et donc aussi par induction x M;..M, N € R7 ;
» Soit M € R°~7, on sait que pour tout N € R?
onaMNeR CSN
on sait que x € R7,
donc en particulier M x € R™ C SN,
et donc M € SN

Lambda-calcul
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Pierre Lescanne

Une autre
démonstration de la
normalisation forte
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Lemme de saturation e

Pierre Lescanne

Si M[x:=PleR? e si PeR™ alors
(Ax.M) P € R°.

Une autre

Démonstration démonstration de la
. . normalisation forte
On voit que si 0 = 0, — ... — 0y, alors

MeR’ <& VN,eR..YNy € R M N,...N; € SN

Il faut donc montrer que (Ax.M) P N,...N; € SN
sachant que M[x := P] N,...N; € SN\ et que
N, € R°"..Ny € R°',P:R".



On raisonne par induction sur
red(P) + red(M[x := P] N,...Ny).

ou red(Q) est la somme des longueurs de toutes les
réductions

qui commencent en Q.
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Une autre
démonstration de la
normalisation forte
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Il faut montrer que toutes les réductions de

(Ax.M) P N,...N;j sont fortement normalisables.

e Si on contracte le redex (Ax.M) P alors

M[x := P] N,...Ny € SN par hypothése. S

e Si on contracte en M un redex dans M, on sait que démonstration de |2
M[x := P] N,...Nq 5 M'[x := P] N,...Nq

donc M'[x := P] N,...Ny € SN et de plus

red(M'[x := P] Np...Ny) < red(M[x := P] N...Nj)
donc par induction (Ax.M') P N,...N; € SN’

e Méme démonstration si on contracte un redex dans N;.
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e Si on contracte le redex P en P’, alors

red(P’) < red(P).

M(x := P] N,...Nq — Mx := P’] N,...N; Uneautre
donc M[x := P'] N,...N; € SN,

normalisation forte
et red(M[x := P'] N,...Nqy) < red(M[x := P] N,...Ny)
par induction (Ax.M) P" N,...N; € SN.



Lemme d'adéquation

Sixi:01,...Xp:0n-M:0o
etsi N; € R
alors M[xy := Ny, ...,x, := N, € R°.

Démonstration

Par induction sur M.

e Si M =y avec y # x;, alors

M[x1 := N1, ...;xn := Ny] = y € R7 par le lemme.

e SiM=x anrs M[x1 := Nq,...,xp := Ny] = N; € R?
par hypothése.
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Lambda-calcul
simplement typé

Pierre Lescanne

eSiM=MxNetxg:01,..c.Xn:0nEXXxM:0— T
alors xy : 01, ..., Xn 1O, x 10 M T

Il faut montrer que pour tout N € R?, on a Une autre
démonstration de la
()\XM)[X]_ = N]_, ...,Xn = Nn] N 6 RT_ normalisation forte

D’apres le lemme de saturation il faut montrer que
M[x1 :== Ny, ..., xp .= Np;x :=N] N € R™.
Ce qui vient par hypothése d'induction.



eSiM=PQ alors
> X1 01,..,Xp.0pEM:7T—> 0
» et x1:01,..,Xp0n N T,
par induction
> M[x; := Nyi,....x,:= Ny € R777
> et N[x3 ;= Nq,...,x, := N,] € R".
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Pierre Lescanne

e SiM =P Q alors
> X1 01,..,Xp.0pEM:7T—> 0
» et x1:01,..,Xp0n N T,

par induction

Une autre
> M[Xl =N, .y Xp = Nn] ERT? :Zrmnf:ﬁliféi"f:if
> et N[x; := Np,....,x, := Ny € R".
Donc

M Nxi := N1, ..., xp := Np]

= M[x1 := N1, ..., xn := Np] N[x1 := Ni, ..., xn 1= Np]
e R°.



Théoreme de normalisation forte

Les typables sont réductibles.

Sixg:01,..0,Xn:0n M :oalors M e R°.

On applique le lemme d'adéquation avec N; = x;
obtient M € R°.
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Théoreme de normalisation forte Lol

simplement typé

Pierre Lescanne

Les typables sont réductibles.

Sixg:01,..0,Xn:0n M :oalors M e R°.

Une autre

On applique le lemme d'adéquation avec N; = x; et on demonstration de 12
obtient M € R°.

Les typables sont fortement noramlisables.

Sixi:01,....,Xp 0n = M: o alors M € SN.
On a M € SN puisque R? C SN.
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Le & et le produit cartésien Lambda-calc

simplement typé

Pierre Lescanne

Le & s'interpréte bien calculatoirement en ajoutant des
opérateurs de produit cartésien.

Les autres connecteurs

Le constructeur de paires : (_,_),

Les destructeurs ou projections : 7! et 72,



Le & et le produit cartésien Lambdacale

simplement typé

Pierre Lescanne

Les regles de typage
rEM:oxT rEM:oxT

-7l M:o r-mM:7

Les autres connecteurs

r-M:o Mr=N:r

Fr=(M,N):oxrt
correspondent clairement
» aux deux régles d'éliminations du &

> et a la regle d'introduction du &.



Le & et le produit cartésien Lambdacale

simplement typé

Pierre Lescanne

On a deux regles de réduction

™ (M,N) — M
w2 (M,N) — N

qui correspondent a la simplification de preuve :

Les autres connecteurs

D
r-M:o Fr=N:r D
_
Fr=(M,N):oxT r-m:o

rea(M,N): o

et la simplification symétrique.



Le V et la somme

Le V s'interprete comme la structure de données somme.

Les deux constructeurs : iny et iny,

Le destructeur ou discriminateur : case of in |
un peu le match de CAML.
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simplement typé
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Le \/ et Ia Somme Lambda-calcul

simplement typé

Pierre Lescanne

Les regles de typage sont

Fr=M:o Fr=mMm:r

rFinf M:oVvT Fino M:oVT

Les autres connecteurs

r-M:o Mx:ocFP:p Mx:7HEQ:p

NFcase Mof xinP | Q:p
Elles correspondent
» aux regles d'introduction du V

> et 3 la regle d'élimination du V.



Le \/ et Ia Somme Lambda-calcul

simplement typé

Pierre Lescanne

On a les regles de réduction

case (ing M) of xinP | Q — Pl[x:=M]
case (inp M) of xinP | Q — Q[x:=M]

qui correspond a la simplification de preuve.

Les autres connecteurs

le
r=M:s D D" D{D'/T,x:0tFx:0}
—
'ting M:svr MNx:cFP:p Mx:7HEQ:p r=P:p

case M of xinP | Q:p
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