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Corrigé de ’exercice 1
Terme normalisant pour la stratégie interne droite, mais pas fortement normalisant (diverge pour I'appel par
valeur qui réduit pas sous lambda, par exemple) :

(Az.zd)(\e. Kz(xx))

Corrigé de l’exercice 2

Corrigé de I’exercice 3

1. Si la réduction de téte de u termine, on a immédiatement une hnf pour u (— est contenue dans —g).

Supposons que u a une hnf, c’est & dire u — *gAzy1,..., 2y - UL ... Up,. Par le théoreme de stan-
dardisation, on a : u — *sAx1,..., Ty - TUL ... Uy,. Par définition de la réduction standard —, on a
U — ¥pAT], ..., Ty TU] ... Upy, AVEC V] —g UL, .. ., Um —s Um. Ce dernier terme est bien en hnf et de

plus la réduction de téte est finie.

2. On pose 4 = AZ1, ..., Tn - (AT UQ)UL - .. Up €8 U = AX1, ..., Ty ug[x := ug]ug ... Upm, en supposant que
z & bv(u) et f'v(()v) N bu(u) = 0. En particulier, z # 1, ..., Ty, z et x & fv(()v).
Par définition,

ulz:=v] = Az1,...,xnc (AT ug[z =0 )ur[z =] oug [z = 0]
—h AT, Ty Uglz = 0] = w2 = 0] uglz = 0] u [z = 0]
D’autre part,
Wiz:=v] = AzT1,...,%, - wolr = w][z 1= v] usz = 0] .. up [z =]
= AZ1,..., &y Uz = 0][r = ur[z = 0]l uglz = 0] . up [z = 0]
3. S Ay -u — *gAT1, ..., Ty - TUL ... Uy, alors y = 1 et par def. de —g, u — *gAT2, ..., Ty - TUL ... Up,.

Donc u a une hnf.
La réciproque est évidente.

4. Supp. que u[z := v] a une hnf et que u n’a pas de hnf. Donc la réduction de téte commengant par u
est infinie. Par 2 cela implique que la réduction de téte commencant par u[z := v| est infinie, ce qui
contredit le fait que u[z := v] a une hnf par

5. Supposons que uv a une hnf et soit u = ug —p u; —p ... la réduction de téte de u.

— Si aucun u; n’est une abstraction, on a uv = ugv —p wv —y, .... Par hypothese, et par [1} cette
réduction de téte termine. Donc la réduction de téte de u termine.
— Siug = Az - v (et k minimal tel que uy est une abstraction), on a uv = ugv —p UV —p ... —p

upv —p, vg[z = v]. Par hypothese et [1} la réduction de téte de uv termine, donc vg[z := v] a une
hnf (par [1)), donc vy a une hnf par 2] donc u, = Az - vy a une hnf par[3|donc v a une hnf.



6. seult si. Supposons que u clos est tel que uv; ...v, =g |. Donc uv; ... v, =g a une hnf, donc v a une
hnf par I'exercice ?7?, question

si. Supposons que u clos a une hnf. On a donc u — *gAxy,..., Ty - Tiuy ... Uy (u étant clos par
hypothese).
Posons w; = K™l et w;r1 = w;(K™l) (avec K% = u et K1y := K(Ku). on a uw, —
*gK™ug ... U071 ... 0y o0 pour tout ¢ < n, o; = [z, ;= K™I].
Par définition, K™l uy ... umoy ...0p —5 K" Hug ... upor...on —g ... —p L.
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1. SKKM = KM (KM) = M. On pose | := SKK.

2. BMNP = S(KS)KMNP
KSM(KM)N P
S(KM)NP
KMP(NP)
M(NP)

3. BMNP = S(BS(BKS))(KK)MNP
BS(BKS)M (KKM)NP
= S((BKS)M)(KKM)NP
S(BKSM)(KKM)N P
S(K(SM))(KKM)NP
S(K(SM))KNP
K(SM)N(KN)P
= SM(KN)P

= MP(KNP)

= MPN

4. YM = S(CB(SH))(CB(SI))M

(CB(SIN)M((CB(SI)M)
CB(SII)M (CB( S||J\)4)

BM (SIT) (CB(SI M

—  BM(SII)(BM(SII))

= M(sl(BM(SI)))

= M(I(BM(SIN) (1BM(SIN))
= M((BM(SIN)(BM(SI))
= M(YM)
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1. Par récurence sur P. Cas de base :
—si P=ux, Mz P =1, vars(\*z - P) = 0),
- si P=y#x, Nx- P =Ky, vars(A\*z - P) = {y},
- si P=K, Xz P =KK, vars(\*z - P) =0,
—si P=S, Mx - P =KS, vars(A\*z - P) = ().
Etape de récurrence : si P = P| Py, X*z- P := S(\*z - P1)(\*z - Py) et vars(\*z - P) = vars(\*z - P) U
vars(Nz - Py) = (vars(Py) \ {«}) U (vars(Pz) \ {z}) par h.r.

2. Par récurence sur P. Cas de base :



-siP=z, (\z-Plx=lz ==z,
—siP=y#zouP=KouP=S5, (\v:P)z=KPr=P.
Etape de récurrence : si P = P Py,

(Mz-P)x = S\z-P)(Nz- P)x
= (Mz-P)z((Nzx- Py)x)
= PP par h.r.

3. Par récurence sur P. Cas de base :
-siP=z, (\z -P)Q =1Q = Pz := Q),
~-siP=y#xzouP=KouP=S, (\z-P)r=KPx=Plz:=Q].
Etape de récurrence : si P = P Ps,
NMz-P)Q = SW\z-P)Nz-P)Q
(V2 P)Q((Nz- P)Q)

= Piz:=Q] Rz :=Q)] par h.r.
= Plz:= Q]
4. Par récurence sur P. Cas de base :
CsiP=a (Vo Plyi= Q) = lly = Q) =1 = Ma - (Pla == Q))

-si P =y, W2 P)ly:=Q] = (Ky)ly := Q] = KQ car y # x. D’autre part, \*z - (Ply := Q])
Az - Q = KQ car par hypothese = ¢ vars(Q),
—siP=z#xz,youP=KouP =S, (Mz-P)ly:=Q] =(KP)[y:=Q] =K(Ply :=Q]) =Xz (Ply:=

Q).
Etape de récurrence : si P = P\ P,
Nz-Ply=Q = (S(M\z-P)(\a-Py))ly = Q)

ly
= Sz (Ply:=Q])(\z- (Ry:=Q]) parhr
= ANz (Ply:=0Q])
5. Par récurence sur P. Cas de base :
—siP=x, Nz-P=1=Xy-y= Xy Plz:=y|.
—siP=z#xz,you P=KouP =S, \z-P=KP=MNy:-P=\Ny-:Plz:=y|.
Etape de récurrence : si P = P P,

NP = S\z-P)(MNzx- Py)
= SOy (Pl = y) - (Pafe =) par b
= Ny Plz:=y]
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1. (a) Pour deux variables distinctes vy, va, on a (A*z - A*y - z)viva = v1 = Kvve (dans CL, en utilisant
Pexercice 7?7). Donc A*z,y - x = K en utilisant la régle supplémentaire de CLext.
(b) Pour trois variables distinctes vy, vg, v3, on a (A*x-A*y-A*z-22(y2z))v1vavs = v1v3(v2v3) = Svivavs
(dans CL). Donc A*z - A*y - @ = K en utilisant la régle supplémentaire de CLext.
(¢) Pour une variable y # z, (\*x- M)y = M|z := y] = N[z := y] car M = N par hypotheése. D’autre
part, (A\*z - N)y = N[z :=y] (dans CL). Donc \*z - M = X\*z - N.
2. (a) par construction, A*z - Ny - x = Mz - Kz = S(A*z - K)(A*z - ) = S(KK)I. Ce dernier terme n’est
pas simplifiable dans CL, donc il est différent de K dans CL.
On remarque que pour une variable z quelconque, (A*z,y-x)z = A*x- Kz = S(KK)lz = KKz(l2) =
K(lz) = Kz.

(b) Par construction :



Na - Ny XNz-zz(yz) = Mz XNy SO\ z-x2)(
At ATy - S(S(A*z - )
Az Ay - S(S(K )I) S(K

A
E ))( (A*z-y)(A*z - 2))
)

v))

(
= Na-S(Ay-S(S(Kz))(A*y - S(Ky)!)
= Nz -S( S(S(K2)N)(S(A*y - S(Ky))(A*y - 1))
= A"z-SS5(S (A*y S(Ky))(A*y - 1))
= N -SS(S(S(A*y - S)( *y(Ky)>()
= Az -SS(S(S(K )(S( K)(\ 'y - ) (KI))
= Nz -SS(S(S(KS)(S(KK )I))(Kl))
= S(A\*z-SS)(A*z - S(S(KS)(S(KK))(KI))
= S(KSS)(KS(S ( S)(S(KK)N)(KI))
= SS(S(KI))

Ce dernier terme n’est pas simplifiable dans CL, donc il est différent de K dans CL.

(¢c) On pose M =lz et N =z. On a bien M = z dans CL.

Par définition, \*z - M = Xz - lx = S(KI)I et ce dernier terme est différent de A*z - = | dans
CL.
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1. Par récurrence sur la taille de t.
— si t est une variable, (tcr)x = t.
—sit=wv, (tcr)x = (ucrver)s = (ucr)a(ucr)x =g wv par hur.
—sit=Ar-u, (t)cr = Mo (u)cr-
- siu=uz,
(ter)a

(1)x = (SKK),
S Ky Ky
= Az, y, z - xz(yz) ) KaKy
—xg Az - Kyz(Kyz)
= Az (Az,y-2)2(Kyz)
—g Az z
—siz ¢ fv(Ou), on a x ¢ vars(ucy), et donc tor, = Kyuer,

(ter)x = Ki(ucr)a
=3 Kyu par hr.
=3 Ay-u
=, t par hyp.

— siu=wvw, tcr, = SNz -vor) Nz - wep).
On peut appliquer I'h.r. & Az-v et Az-w, ce qui donne (A*z-vor)x =g Az-vet (N x-wer)x =g Az-w.
(ter)x = Sa(Nz-vep)a(MNz-werp)a
= (Az,y,z-2z(y2)) (N2 vop)a(MNx - wer)a
—xg Az (Nz-vop)az((Nz - vep)az)
=3 Az-(Az-v)z((Az - w)z)
=g Az-v[z:=z]wlr :=2] z & fv((v, w)
=,
2. On vérifie pour S et K, puis récurrence.

3. Par récurrence sur la taille de la preuve de M = N dans CL.
— c’est vrai pour les 3 axiomes, avec la définition de K et Sj.
— les étapes de récurrence sont immédiates par définition de =g (cléture par contexte et équivalence).

4. On choisit le contre-exemple M = Az - lo = S(KI)l et N = 1I.
M = N n’est pas vrai dans CL alors que :



M), = S)\(K)\b\)b\
= (Az,y,z-zz(yz))(Kala)ly
— *g )\ZK)J)\Z(')\Z)
— x5 Az (Az,y-2)hz((Az - 2)2)
—x3 Az-z
=5 N,

Corrigé de I’exercice 8

1. On peut montrer que pour tout A-terme clos t, tcr ne contient pas de variable, c’est a dire qu’il est
formé de K, S et 'application. Donc (tcr)ax € {Kx,Sx}T et par lexercice ??, (tcr)xr =g t.

2. XXX 5 (XKaSaKy)X
— *[.3 (K)\K)\S)\K)\S,\K)\)x
oxg KaKaSaKaX
— *g K,\K)\X
— *g3 K,\
X(XX) — %5 X(XKrSxK»)
—xg X(KaKaSaKaSaKy)
— *g X(K)\K)\S)\K)\)
— *ﬁ X(K)\K)\)
— *g KAKAKASAK)
— *5 K,\S,\K)\
— *5 S)\
Soit ¢ un A-terme clos. On construit un terme de {X}* & partir de (tcr)-\ (qui est dans {Ky, S} par

la question précédente), en remplagant toute occurrence de Ky par XXX et toute occurrence de Sy par
X(XX).



