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Aucune machine réelle n’exécute directement la relation de S-réduction du A-calcul, ou méme d’un langage
fonctionnel plus pratique comme Caml ou Haskell. Il est donc nécessaire de passer par un interpréte ou un
compilateur. Il existe de nombreuses techniques pour réaliser un interprete du A-calcul, ou en général d’un
langage fonctionnel. Nous commencerons par présenter les machines a réduction par nom, et en particulier la
version due a Jean-Louis Krivine et les machines a réduction de graphes, fondées sur la logique combinatoire,
en section 1. Nous verrons que la logique combinatoire a quelques défauts théoriques, que nous tenterons
de réparer a l'aide des calculs a substitutions explicites, en section 2. Ces techniques ont ’avantage d’avoir
une belle théorie, et de permettre la réalisation correcte de machines a réduction pour le A-calcul complet.
Ceci est notamment utile dans la réalisation d’environnements logiques d’ordre supérieur, comme Coq, ou
une composante de calcul est présente dans les formules elles-mémes (cf. partie 2, arithmétique de Peano,
logique et arithmétique d’ordres supérieurs).

En revanche, ces calculs ont jusqu’ici été d’une utilité moindre dans la réalisation d’interpretes et de
compilateurs pour des langages fonctionnels réalistes, ou seule une stratégie incomplete — réduction faible
par valeur en Caml par exemple — est souhaitée. On présentera des interpretes et des compilateurs pour un
petit langage fonctionnel au-dessus du A-calcul en section 3. Les problemes particuliers posés par la gestion
d’exceptions et les effets de bord nous feront examiner des stratégies de compilation fondées sur la passage
de continuations en section 4. Ceci culminera sur la technique de compilation de Baker, qui généralise la
notion de trampolines.

1 Logique combinatoire

Le probleme que nous cherchons & traiter dans ce chapitre est le suivant : nous souhaitons écrire un pro-
gramme qui prend un A-terme en entrée et retourne sa forme normale, si elle existe.

Le premier point que nous devrons traiter est la représentation des A-termes. Une idée est d’utiliser une
structure d’arbre, correspondant au type Caml:

type lambda_terme = VAR of string (* variables nommees *)
| APPL of lambda_terme * lambda_terme (* applications *)
|

ABS of string * lambda_terme;; (* abstractions *)

Ceci est cependant assez maladroit, comme le lecteur pourra s’en apercevoir s’il essaie d’écrire
une fonction de réduction pour ce langage. Essayons de le faire : mnous voulons écrire une fonction
norm : lambda_terme -> lambda_terme qui normalise son terme d’entrée. Nous connaissons déja une
stratégie qui atteint ce but : la stratégie externe gauche. Utilisons-la :

let rec norm t =

match t with

VAR x -> t (* une variable est normale. *)
| ABS (x, u) -> ABS (x, norm u) (* normaliser une abstraction

revient a normaliser son corps. *)

| APPL (u, v) ->

let uw’ = norm u in (* strategie gauche : reduire

les redex de u avant ceux de v. *)



match u’ with
ABS (y, ul) -> norm (subst ul y v) (* beta-reduction *)
| _ -=> APPL (u’, norm v);;

Il ne reste qu’a définir une fonction subst de substitution : ceci n’est pas trivial, & cause des probléemes
particuliers posés par la capture de variables et le a-renommages. De plus, la complexité de subst ul y v,
si elle est en temps polynomial en ul, est néanmoins élevée : a chaque (-réduction, le term ul doit étre
parcouru en entier. Ensuite, alors que ul est déja en forme normale dans le cas APPL (u, v), l'appel
récursif a norm (subst ul y v) va re-parcourir ul avant de tomber sur les rédex dans v ou ceux créés par
la substitution. Un tel re-parcours est cotuiteux lui aussi. Enfin, peut-on garantir que la fonction norm est
correcte 7

1.1 Combinateurs SKI

Une idée qui résout la plupart de ces problemes est due originellement a Schonfinkel et a Curry, c’est la
logique combinatoire. Le principe essentiel derriere la logique combinatoire est d’éliminer les variables et les
abstractions du langage, et de compiler les A-termes vers un langage simple, du premier ordre, n’ayant que
I’application comme symbole de fonction, toutes les autres constructions élémentaires étant codées via un
certain nombre de constantes appelées combinateurs.

Que ceci soit faisable est surprenant. Essayons de voir comment on peut définir Az - v a (B-équivalence
pres, en utilisant quelques A-termes clos prédéfinis. Ceci se fait par récurrence structurelle sur u. Si u
est une variable, soit u = x et on prédéfinit I=Az - x (I'identité); soit u est une autre variable y, et alors
Az -y =g Ky, ot K=Ay, -y est notre deuxieme A-terme clos prédéfini. Si u est une application vw, alors
Az -vw =g Az - (Az-v)z((Az - w)z) =5 S(A\x - v)(Az - w), ot S=Az,y, 2z - x2(yz) est notre troisitme A-terme
clos prédéfini. Finalement, si u est une abstraction, on peut supposer que cette abstraction a été éliminée
préalablement en faveur des constantes S, K, I ci-dessus, et on n’a donc rien de plus a faire — a part déclarer
que Ax - S =g KS, Ao - K =g KK, Ax -] =3 KI.

Formalisons cette idée. Le langage des combinateurs de Curry est :

TCurry n=Y ‘ TCurryTCurry |S ‘ K|I

Pour les distinguer des A-termes, notons les termes, ou combinateurs de Curry a I’aide des lettres M, N,
P, etc. Ce langage est muni de la relation de réduction :

SMNP — MP(NP)
KMN — M
IM — M

et on compile les A\-termes en combinateurs par la transformation u — u* suivante, ou la compilation
d’abstractions Az - u est exprimée sous forme d’une opération d’abstraction [z]M prenant un terme M de
Tcury €t retournant un autre terme de Curry, suivant l'explication donnée plus haut. (Noter que [z] n’est
pas un symbole du langage, mais un opérateur envoyant des termes de Curry vers des termes de Curry.)

C 2y, oo =1
) = e ﬂy - Ey#fs)m})
M 2wt ra = a a < 5 Xy
Az-w) = 1) Ny 2 S( M) (EN)

Les combinateurs formalisent bien la notion de g-réduction, en tout cas a premiere vue :
Lemme 1 Pour tous termes de Curry M et N, ([zx]M)N —* M[z := NJ.

Preuve : Par récurrence structurelle sur M. Si M = z, alors ([x]M)N =IN — N = M[z:=N|. Si M
est une autre variable y ou une constante a € {S,K,I}, alors ([zf]M)N = KMN — M = M[z := N]. Si M
est une application My Ms, alors ([z]M1M3)N = S([z]M1)([x]M2)N — ([z]M1)N(([z]M2)N) —* Mz :=
N](Ms]z := NJ) (par hypothese de récurrence) = M|z := N].

On peut alors réaliser une fonction ski_norm de termes de Curry plus simplement que dans le cas du
A-calcul, comme suit :



=S | KI|I
| VAR of string
| APPL of ski_terme * ski_terme;;

type ski_terme

let rec ski_norm m =

match m with
SIKII->m

| VAR x > m

| APPL (m0, ml1) —>
match ski_norm m0 with

I -> ski_norm ml

| APPL (K, m’) -> m’
| APPL (APPL (S, m3), m2) -> ski_norm (APPL (APPL (m3, ml), APPL (m2, ml1)))
| m0 -> APPL (m’0, ski_norm ml);;

La fonction ski_norm effectue une réduction externe gauche. L’exercice 4 permet de montrer qu’il s’agit
d’une stratégie de réduction, au sens ou si le terme donné en argument a ski_norm a une forme normale,
alors ski_norm termine et retourne une forme normale. De plus, le systéme de combinateurs de Curry est
confluent (exercice 5), et donc ski_norm retourne 1'unique forme normale du terme en entrée si elle existe.

La fonction ski_norm a cependant toujours le défaut qu’elle reparcourt les termes plusieurs fois. Par
exemple, pour normaliser Sxyz, ski_norm descend le long de ce dernier, normalise S, normalise z, retourne
Sz (derniére ligne); puis normalise y, retourne Szy. A ce stade, ski_norm appliqué a Szyz a obtenu m0=Sxy
comme forme normale de Sxy et m1=z. On tombe alors dans le troisieme cas du match ski_norm mO ci-
dessus, qui demande & normaliser zz(yz). De nouveau, ski_norm va s’appeler récursivement sur zz, puis
sur x, puis remonter et finir par conclure que le terme est en forme normale.

Pour éviter ce probleme, on peut utiliser 1’astuce de Krivine, qui consiste a faire de ski_norm une fonction
binaire, qui prend non seulement un terme M & normaliser, mais aussi une liste [My, ..., M,] d’arguments
auxquels appliquer M. On définit donc :

let rec ski_norm m args =
match m with
APPL (mO, m1) -> ski_norm mO (ml::args) (* on accumule les arguments. *)
| T -> (match args with
[0 -> I (x I applique a rien. *)

| ml::rest -> ski_norm ml1 rest (* I ml ... -> ml ... %))
| K -=> (match args with
ml::m2::rest -> ski_norm ml rest (* Kmi m2 ... -> ml ... *)

| _ -> hnf m args)
| S -> (match args with
ml::m2::m3::rest -> ski_norm ml1 (m3::APPL(m2,m3)::rest)
(x Smlm2m3 ... > ml m3 (m2 m3) ... %)
| _ -> hnf m args)
| VAR _ -> (x* x ml ... mn est normal de tete: on le reconstruit,
en appelant recursivement ski_norm sur les arguments
ml, ..., mn. *)
hnf m args
and hnf m args = (* applique m a args, en evaluant recursivement les args. *)
match args with
0 ->m
| arg::rest —> hnf (APPL (m, ski_norm arg [])) rest;;

Cette fonction effectue une normalisation par stratégie externe gauche. Si l'on souhaite effectuer une
normalisation de téte seulement, c’est-a-dire ne pas normaliser les arguments mq, ..., m, lorsqu’on évalue
une forme normale de téte mmy ...m,, il suffit de réécrire la définition de hnf en :



and hnf m args = (* applique m a args, en evaluant recursivement les args. *)
match args with
0 ->mn
| arg::rest -> hnf (APPL (m, arg)) rest
in hnf m args;;

On notera au passage que ski_norm et hnf sont alors des fonctions récursives en queue (en anglais,
tail-recursive), autrement dit quand on récurse sur ski_norm ou hnf, c’est pour obtenir un résultat qu’on
se contentera de retourner directement. (Noter qu'il est important de ne faire que de la réduction de téte
pour obtenir un tel résultat.) Un tel appel d’une fonction f dont le résultat sera retourné de la fonction
courante est un appel en queue. Si vous avez quelques notions d’assembleur, vous vous convaincrez facilement
qu’'un appel en queue peut étre simulé par un goto pointant vers le début du code de la fonction f. Si vous
connaissez C, vous verrez au moins qu’un appel récursif en queue de f (dans le code de f, donc), peut étre
simulé par un goto retournant au début de la fonction. Par exemple, la fonction hnf ci-dessus peut étre
codée en C par :

ski_terme hnf (ski_terme m, ski_terme_liste args) {
while (m!=nil) {
m = APPL (m, hd (args));
args = tl (args);
¥
return m;

}

ol nil est la liste vide, hd récupere le premier élément d’une liste non-nil et t1 récupere la queue de cette
meéme liste, et APPL construit une application comme en Caml. Les types ski_terme et ski_terme_liste
pourront étre définis comme suit :

typedef struct skit {
int kind; /* -1=VAR, 0=I, 1=K, 2=S, 3=APPL */
union {
char *var; /* lorsque kind==-1. */
struct appl { struct skit *f, *arg; } appl; /* lorsque kind==3. */
} what;
} skit, *ski_terme;

typedef struct skitl {
ski_terme hd; /* liste non vide; la liste vide nil est NULL. */
struct skitl *tl;

} skitl, *ski_terme_liste;

La conséquence majeure de 'astuce de Krivine est qu'on obtient un évaluateur de termes de Curry non
récursif pour la réduction de téte, qui ne consomme donc aucune place dans la pile du processeur. Bien sur,
cette pile est en un sens simulée par la liste args des arguments en attente d’évaluation, mais on n’a par
exemple pas besoin de garder (comme en C, par exemple), une pile contenant les addresses de retour des
sous-programmes appelés. Ceci est une particularité de I’appel par nom. L’appel par valeur, en revanche,
ne permet pas 1’évaluation sans pile.

On écrira ’évaluateur de Krivine sous forme symbolique, a 'aide de regles de transition entre états
machine. Un état est ici un couple (M, args), oi M est un terme et args une liste d’arguments :

MyMy, args — My, M ::args
I, M:args — M, args
K, M;:: Ms:: args — My, args
S, My ::Ms::Ms::args — My, M;j:: MyMs;:: args

Lorsque ce systéme termine sur un état (M, [My;...; M,]), c’est qu’on a trouvé la forme normale de téte
faible MM, ... M,.



Exercice 1 Ecrire la fonction ski_norm en C en profitant de la récursion en queue.

Exercice 2 Justifier le fait que la réduction appelée réduction de téte ci-dessus est bien mommée. On
remarquera que cette réduction est la relation binaire (ne passant pas au contexte) définie par :

IMlMQMn — MlMgMn (TLZl)
KM1M2M3Mn — MlMgMn (nZ 2)
SM1M2M3M4 e Mn — MlMg(MgMg)M4 SN Mn (n Z 3)

et on montrera que si u se réduit en v par réduction de téte faible dans le A-calcul, alors u* se réduit en
téte en v*. Que se passe-t-il si u se réduit en v par réduction de téte, non nécessairement faible ?

Exercice 3 Calculer (\x,y - x)*. Ce terme est-il égal a, ou se réduit-il a K?

Exercice 4 (@) Remarquer que tout terme de Curry s’écrit de facon unique sous la forme hMy ... M,,
ot h, la téte du terme, est une wvariable ou un combinateur parmi S, K, 1. On définit la relation de
réduction de téte par IM{ My ... M, —; MiMs... M, sin > 1, KM{MsMs... M, — M{Ms...M, si
n > 2, SMiMaMsMy ... M, — MiMs(MsMs)My ... M, sin > 3. Notons — sa cléture réflexive transi-
tive. Comme dans le A-calcul, on définit la relation —7% de réduction standard en posant que M —% N si et
seulement si M —% hMy ... M,, My —% Ny, ..., M, =% N, e¢ N = hN;y...N,. (Ceci est une définition
par récurrence structurelle sur N.)

Montrer que si M —% N — P, alors M —% P. (On pourra s’inspirer de la preuve du théoréme de
standardisation en partie 1.) En déduire le théoréme de standardisation pour le calcul des combinateurs de

Curry.

Exercice 5 (@) On définit une notion de réduction paralléle = par :

M=M N=N M=M M=M M=M N=N P=F
M=M — yN= MN  IM=M KMN=M  SMNP= MPN'P)

Montrer que = est fortement confluente. Montrer d’autre part que si M — M’ alors M = M’, et si
M = M’ alors M —* M’. En déduire que la notion de réduction des termes de Curry est confluente.

Jusqu’ici, tout semble parfait. Mais les combinateurs de Curry ne sont pas si parfaits que cela. En
premier, le lemme 1 ne suffit pas : ce n’est pas parce que ([x]M)N —* M[z := N] que la réduction
des combinateurs permet de simuler la S-réduction du A-calcul (via la traduction u +— u*). Ceci peut
paraiitre surprenant, mais la propriété qu'on aimerait avoir est le fait que pour tous A-termes u et v,
(Az - u)v)" —* (uxr :=])", cest-a-dire ([z]u*)v* —* (u[z :=v])". Or si le coté gauche se réduit bien en
u*[x := v*] par le lemme 1, rien ne permet d’assurer que u*[x := v*] soit égal, ou méme se réduise en
(u[r :=v])*. En fait, dans notre traduction u — u*, en général u*[z := v*] et (u[xr := v])" ne sont méme pas
convertibles. Considérer par exemple u=Ay - x, v=zz". On a v* = Kz, v* = 22/, donc u*[z := v*] = K(22/),
mais (ulz:=v])" = (\y-22")" = [y](22') = S(Kz2)(Kz'), et ces deux termes sont différents et normaux.
Comme le calcul est confluent (exercise 5), ces deux termes ne sont méme pas convertibles. Ce défaut est
cependant relativement aisé a corriger : voir 1’exercice 6.

Exercice 6 On définit la traduction u — u® suivante, qui est une variation mineure de la traduction u — u*,
comme suit :

B~ .
= [x]ﬁx = 1
(w)? = ubf []PM = KM (z¢fv(M))
(/\x-u)g = [2)%(P) [z]P(MN) = S([z]’M)([z]°N) (x € fv(MN))

Démontrer que ([x]°M)N —* Ml :

= NJ, que ([z]°M)[y := N] = [2)?(M][y := N]) si x # y et x nest pas
libre dans N, puis que u®[z :=vP] = (u[z := v))". En déduire que ((\x - u)v)

B (ufz = 0])°.



Meéme en effectuant la réparation de l’exercice 6, ce qu’on veut vraiment c’est que si u — v par (-
réduction, alors u? —* v?. 1l faut donc vérifier que si M — M’ alors MN — M'N (trivial), que si N — N’
alors MN — MN' (trivial), et que si M — M’ alors [z]°M —* [2]°M’. Cette derniere implication est
connue sous le nom de régle (£), et malheureusement elle n’est pas vraie.

Considérons par exemple M=([y]?2)x = Kzz et M'Z=z. Alors M — M’, mais [2]° M = S(S(KK)I)(Kz)
est normal, et ne se réduit donc pas a [2]° M’ = 1. Noter que ¢a ne fonctionnerait pas non plus avec ([y]z)z
au lieu de ([y]?2)z, qui est en fait le méme terme.

En fait, on ne connait aucune traduction f des A-termes vers les termes de Curry telle que u =g v si et
seulement si f(u) et f(v) sont convertibles par les régles de réduction des combinateurs. On vient de voir
que les traductions u — u* et u — u® n’avaient pas cette propriété, mais aucune autre traduction connue
ne 'a.

Toute ceci est génant dans une optique ou l'on implémenterait un assistant de preuve comme Coq
[BBCT99], qui fait un usage essentiel du A-calcul et de la relation de (B-convertibilité, mais I'est moins
dans le cas de la réalisation d’un langage de programmation.

Dans ce dernier cas, et en laissant de coté le fait que les notions de réduction qui nous intéressent dans
ce cas sont plutét des réductions de téte faibles, ce que 'on souhaite faire, ¢’est traduire un A-terme w en un
terme de Curry M, typiquement u”, réduire M en une forme normale N, puis retraduire N en un A-terme
que 'on imprimera. La traduction naive M — M?° des termes de Curry en A-termes est :

(o)

z° =
(MN)° = M°N°
I = -z
K = Ax,y-z
S° = Ax,y,z-xz2(yz)

Il s’agit bien d’une traduction inverse, mais seulement a (-équivalence prés, au sens ou :
o
Lemme 2 Pour tout A-terme u, (u*)" —* u.

Preuve : Par récurrence structurelle sur u. Le seul cas non trivial est celui des abstractions u=M\z - v,
ot I'on doit montrer que ([z]v*)° =g Az - v. Ceci étant une conséquence de I'hypothese de récurrence
(v*)° =5 v et du fait que ([z]M)° =5 Az - M°, il ne reste qu’a démontrer cette dernicre égalité. Ceci est
par récurrence structurelle sur M : si M = z, alors ([x]M)° =1° = Az - @ = Az - M°; si M est une autre
variable y, alors ([z]M)° = (Ky)° = (A\z,2’ - 2)y — A\’ -y = Az - M°; si M est une application, c’est
trivial; si M = 1, alors ([2]M)° = (KI)° = (A\y,z-y)(M\z-2) — Av,2-2 = Az - M°; si M = K, alors
([z]M)° = (KK)° = (\y,z - y)(A2,2" - 2) — Ax,2,2' -2 = Az - M°; si M = S, alors ([z]M)° = (KS)° =
My, x-y)( Az, 2, 2" - 22"(22")) — Ay 2,2/, 2" - 22" (2'2") = Ao - M°.

Mais ce n’est pas satisfaisant, car M° n’est pas en général un terme normal dans le A-calcul, méme si M
est un terme de Curry normal. Par exemple, si M = Kz, on a M° = (Az,y - x)x, et bien siir la traduction
inverse \y - x aurait été préférable. Or obtenir ce dernier a partir du précédent revient a effectuer une série
de B-réductions, ce qui est justement ce pour quoi on avait cherché & traduire nos A-termes en combinateurs
au départ...

Il y a beaucoup de systémes de combinateurs, et le livre [Dil88] en donne un panorama assez exhaustif, en
passant par les supercombinateurs et les combinateurs catégoriques notamment. Nous verrons ces derniers
en filigrane en section 2, puisque les A-calculs a substitutions explicites y trouvent leur source.

Exercice 7 Montrer que (u®)* et u ne sont méme pas convertibles en général. (Prendre M=K.) Qu’en
est-il de (u®)” et u ?

Exercice 8 Montrer que si M et N sont convertibles en temps que termes de Curry, alors M° =g N°.

Exercice 9 Montrer qu’on pouvait se passer du combinateur I dans la définition des termes de Curry, au
sens ou le fait de poser I=SKN (pour n’importe quel terme N ) permet de réduire IM en M.

Exercice 10 La discipline de types simples naturelle des combinateurs est héritée du A-calcul. On a une
regle de typage :



'-M:Fi=F, T'FN:F
I'FMN : F,

un axiome logique U',x : F' =z : F, et trois axziomes ' F1: F=F I'FK: K =F=F,TFS:
(Fy = Fy=F3)= (F1= Fy)= Fy = F3. Déduire de ces considérations et de l’isomorphisme de Curry-Howard
qu’une formule F est déductible en logique intuitionniste minimale propositionnelle si et seulement si elle
est déductible dans le systéme ci-dessus (qui n’a pas la régle d’introduction de Uimplication). Montrer en
fait que la régle d’introduction de limplication est réalisée par l’abstraction, au sens ou I',x : Fy = M : Fy
implique T & [2]M : Fy = Fy (resp. T\ [x]°M : Fy = Fy).

Exercice 11 Montrer que tout terme de Curry typable est fortement normalisant. On s’inspirera de la
méthode de réductibilité, en simplifiant légérement largument : montrer les conditions (CR1), (CR2) et
(CR3) (on dira qu’un terme est neutre s’il n'est pas de la forme I ou K ou KM ou S ou SM ou SMN);
montrer ensuite directement par récurrence structurelle sur M que si ' = M : F alors M est réductible de
type F'.

1.2 Machines a réduction de graphes

La machine ski_norm a toujours le défaut qu’ont toutes les machines a réduction par nom, a savoir que si
dans w la variable z apparait libre plusieurs fois, disons n, alors dans la réduction de (Az - u)v en ufz := v],
la valeur de v sera recalculée n fois.

Par exemple, (Az - zz)v se réduit par nom en vv, et si on suppose que la forme normale de v est v’ et que
v est neutre (pas une abstraction), alors vv se réduit en v'v, puis seulement en v’v’. L’interpréte ski_norm
fait pareil : la traduction de (A\z - zz)v est SIIv?, qui se réduit en Iv? (Iv?), puis en vP(Iv?). Ceci se réduit
en M(Iv?), ot M est la forme normale de v”, puis en M M. Mais pour cela, on a du réduire v° deux fois &
sa forme normale.

Pour éviter ceci, on peut représenter les termes de Curry sous forme non pas d’arbres mais de graphes,
de sorte a conserver le partage. Graphiquement, les regles de réduction seront :

APPL
SN
| M
APPL
Ny
APPL N
K M
APPL APPL
A N
APPL P APPL APPL
N e AN
APPL N M N P

N

ou 'argument P est bien partagé dans la derniere regle.

Ce qui est important, au passage, ce n’est pas tant de partager les sous-termes tels que P, mais que toute
réduction dans P ne soit effectuée qu'une fois. Autrement dit, une fois P évalué, on doit remplacer P par
sa valeur, en utilisant un effet de bord.

Concretement, le type des graphes représentant des termes sera :

type ski_graphe = S | K | I
| VAR of string
| APPL of ski_graphe ref * ski_graphe ref;;



et la fonction de normalisation ski_norm (sans astuce de Krivine) va devoir étre adaptée pour mémoriser
les calculs en transformant le graphe représentant un terme au fur et & mesure. On définit ainsi la fonction
ski_gnorm de type ski_graphe ref—unit, qui modifie physiquement le graphe fourni en entrée. On peut
ensuite lire la forme normale en déréférengant le graphe de départ.

let rec ski_gnorm p =
match !p with
APPL (pO, p1) ->
(ski_gnorm pO0;
match !'pO with
I > (p:=!pl; ski_gnorm p) (* on remplace I pl par pl physiquement et on recurse. *)
| APPL ({contents=K}, {contents=m’}) -> (p:=m’; ski_gnorm p)
| APPL ({contents=APPL ({contents=S}, p3)}, p2) —->
(p:=APPL (ref (APPL (p3, p1)), ref (APPL (p2, p1)));
ski_gnorm p)
| _ -> ski_gnorm pl (* on normalise 1’argument *) )

I _ => O;;

Exercice 12 On ajoute au langage un combinateur Y de point fize primitif, de regle de réduction Y M —
M(YM). Modifier ski_graphe et la machine ski_gnorm pour intégrer ce nouvel opérateur. FEn quoi
lutilisation de graphes est-elle ici particuliérement utile ¢

2 Calculs a substitutions explicites

Les combinateurs de Curry ayant trop de défauts en pratique, on peut s’orienter vers d’autres formalismes
permettant de coder les A-termes sous forme de termes du premier ordre, sans liaison de variables.

2.1 Termes de de Bruijn

Une solution est d’utiliser des indices de de Bruijn. L’idée est de remplacer toute variable liée x par un
pointeur vers I’abstraction qui la lie. On peut représenter ceci logiquement en représentant ce pointeur par
un entier, qui compte le nombre de symboles A que l'on rencontre lorsqu’on remonte ’arbre de syntaxe
abstraite depuis I'occurrence considérée de x vers le A qui la lie. Dans le terme Az - z(\y - yz) par exemple,
dont ’arbre de syntaxe abstraite est :

A X

17 appL
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1
APPL

S\

la premieére occurrence de z est liée par la premiére A en remontant (son numéro de de Bruijn est 1),
Poccurrence de y est liée par la premiére A en remontant (son numéro de de Bruijn est aussi 1), et la
deuxiéme occurrence de x est liée par la deuxieme A en remontant, son numéro de de Bruijn est donc 2.

Les noms des variables liées ne servent alors plus a rien, on peut donc les effacer. On peut laisser les
variables libres telles quelles, la syntaxe des A-termes en notation de de Bruijn sera donc :

Ao =VIN|AAgp| Agp Aap



La traduction des A-termes usuels vers ceux en notation de de Bruijn se fait & I’aide de la fonction u — u4®(¢),
ou £ est une liste £(1), ..., £(n) de noms de variables :

x®0) = i si ¢ est le premier tel que z = £(7)
T si z n’apparailt pas dans /¢
(uv)™(¢) u
(M- u)™(£)

La traduction u® est définie comme u%(¢), ot € est la liste vide.

Une autre fagon de calculer u® est comme en section 1 : on définit une fonction d’abstraction M ~ [x] M,
qui fabrique A appliqué a M dans lequel tous les = ont été remplacés par un plus le nombre de \ au-dessus
d’eux dans M. Formellement :

Abs(z) = n
Absp(y) = y (y# =)
[] ME=N(AbsL (M) Abs(m) = m
Abs®(MN) =  Abs"(M)Abs(N)
AbsT(AM) = A(AbsTTH(M))
On peut alors définir :
= g
(uv)db = qydbydd
Oz-uw)® = [z]ud

Calculer u[zr := v] dans cette traduction (lorsque = n’est ni lié ni libre dans u, et aucune variable libre de
v nest lide dans u) est tres facile : (ufz = v])® = u®[z := o).

La difficulté dans cette notation est de calculer le réduit de (Az - u)v, c’est-a-dire de remplacer I'indice
1 (si on ignore les \) dans u par v. En-dessous des A, ce n’est plus Iindice 1 mais un indice 2 ou plus qu’il
faudra remplacer. On définit donc une fonction de substitution u[n <] ot n est un indice > 1, comme suit :
(urug)[n — v]=u1[n — v]ug[n — v], (Au)[n — v]=A(uln + 1 < v]), mais le calcul est plus compliqué sur les
indices eux-mémes. Si m < n, m[n < v] représente le remplacement de = qui est liée n lambdas plus haut
dans une variable y liée plus bas : le nombre de lambdas a remonter pour retrouver y apres la substitution
reste le méme, donc m[n < v]=m. Si m > n, au contraire, il fallait remonter plus haut que la A de z pour
retrouver la A liant y; mais la A de z disparait au cours de la B-réduction, donc apres substitution il n’y
a plus que m — 1 lambdas & traverser : m[n « v]=m — 1 si m > n. Finalement, si m = n, intuitivement
n[n <« v| devrait valoir v.

En fait, c’est encore une fois plus compliqué, parce que tous les indices de de Bruijn correspondant a
des variables libres dans v mais liée plus haut doivent voir leurs indices changer. Par exemple, considérons
Ay - (Az, z-x)y, qui s’écrit A((AA2)1) en notation de de Bruijn et se réduit en A((A2)[1«1]) = A(A(2[21])).
Ce dernier terme doit étre la notation de de Bruijn de Ay, z - y, c’est-a-dire AA2. Autrement dit, 2[2 «— 1]=2.
En effet, 1 représente la variable y, qui est liée par le premier A\. Mais comme on l'installe & 'occurrence
de x qui est sous un Az supplémentaire, il faut incrémenter 1 pour lui faire traverser le Az. Formellement,
m[n < v] doit donner v dans lequel (en ignorant les A pour I'instant) les indices de v qui sont > 1 doivent
étre incrémentés de n — 1 (les n lambdas de Az - u au-dessus de l'occurrence considérée de z, moins un a
cause du Az qui disparait). Donc nn « v]=U{ (v), ou U} est la fonction de mise & jour qui incrémente de
n — 1 les indices de v qui sont > k. La raison d’étre de l'indice k est, encore une fois, due au fait que nous
aurons a traverser des A. On définit donc finalement :

UPOIN) = UR(MUR(N)
Ug(AM) = AU, (M))
Ul(z) = =z
n . p+n—1 sip>k
Uklp) = { D sinon



puis la substitution :

(MN)in—P] = M[n+« P]N[n < P]
(M) —P] = A(M[n+1< P))
zln—P] = =z .
m sim<n
m[n—P] = UMP) sim=n

m—1 sim>n

La g-réduction en notation de de Bruijn est alors la plus petite relation passant au contexte telle que :
(/\M)N — M[l <—N]

Il se trouve que si u — v par S-réduction, alors u® — v par la regle ci-dessus, mais la vérification est assez

longue, et nous allons nous intéresser & un formalisme proche mais plus élémentaire, le Ao-calcul. (Nous

considérerons une variante de celui de [ACCL90], qui ne lui est pas identique.)

2.2 Le Mo-calcul

L’intérét du Ao-calcul est qu’il remplace la notion complexe de substitution M [n« N] d’indices de de Bruijn
par une série de regles de réécriture sur des termes du premier ordre, comme pour les combinateurs S, K et
I. Mais contrairement aux combinateurs, le Ao va interpréter correctement la B-réduction, ce qui va nous
permettre de réaliser de véritables machines a réduction pour le A-calcul.

Bien que le Ao-calcul soit tres proche du calcul avec indices de de Bruijn, il est utile de le décrire en
partant de considérations plus élémentaires. En particulier, nous allons le motiver & partir de considérations
de codage et de typage.

En Ao, on garde les opérateurs d’application (binaire, invisible) et d’abstraction A, ainsi que 'indice 1.
Intuitivement, la regle de typage simple de 1 est :

(1)
Fl,...,Fn}—liFl

Autrement dit, supposons que I'on ait empilé la valeur de la variable 1 (de type F}) au-dessus de la valeur
de 2 (de type F3), ..., au-dessus de la valeur de n (de type F},). Alors 1 récupére la valeur au sommet de la
pile, de type F;. La regle de typage de 'application va de soi :

'rM:F=G T'EN:F
I'FMN:G

(App)

ou I est une liste de types (on dira aussi que I' est un type de piles). La regle de typage de 'abstraction
est, de méme, la regle d’introduction de I'implication :

FTHM:G .
THAM:F=G

Noter que F,T" est une liste, obtenue en ajoutant F' en téte de la liste I'. Contrairement aux systémes de
typage de la partie 2, les formules ne peuvent pas étre permutées dans un type de pile. Cette régle signifie
que MM est une fonction qui, dans une pile de type T, va d’abord empiler un argument (la valeur de 1, de
type F'), sur la pile, puis évaluer le corps M, de type G. On obtient ainsi une fonction de F vers G.

Pour réduire (AM)N, il faut donc placer la valeur de N sur la pile, puis évaluer M dans la nouvelle pile.
Notons - I'opérateur infixe qui prend un terme N et une pile S, et retourne NV - .S, a savoir la pile S avec N
empilé par-dessus. On a la regle de typage :

I'-N:F TFS:A
'EN-S:FA
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Dans une pile courante Sy de type I', pour obtenir la pile NV - Sy obtenue en empilant N au-dessus de Sy,
nous devons d’abord recopier Sy. Ceci s’effectue par I'usage de la pile id, qui retourne la pile courante :

— (id
I‘}—idzl"( )

On obtient ainsi une pile N -id de type F, ', qui est obtenue en ajoutant N au sommet de la pile courante.
Il ne reste plus qu’a évaluer M dans cette pile. Pour ceci, on introduit un opérateur binaire _[_] : M[S] évalue
M dans la pile S. On a la regle de typage :

AFM:F TES:A
'+ MI[S]: F

Ceci mene a la régle de -réduction :
(AM)N — M]IN -id]

Noter qu’on a juste une constante 1 représentant la variable 1, mais aucune autre variable 2, 3, ...,
au moins pour l'instant. Nous les coderons un peu plus loin. Il ne reste alors plus qu’a propager les
substitutions S dans les termes M[S]. Regardons pour ceci la forme de M. Les substitutions commutent
avec les applications, donc (M1 M>)[S] — M;[S]M3[S]. Si M = 1, alors on voit que 1[S] va récupérer le
premier élément de la pile S, donc 1[N -S] — N, et 1[id] — 1 (en fait, demander M[id] — M semble
raisonnable, que ce soit opérationnellement, ou par raisonnement sur les types). Si M est de la forme M’[S’],
il est tentant de réécrire M’[S’][S] en M'[S” 0 S], o1 o est un opérateur de composition de substitutions, typé
par :

AFS A TFHS:A
T'ES:A

L’usage d’un tel opérateur n’est pas en fait indispensable, et il existe des calculs a substitutions explicites
qui ne l'ont pas, comme le Av-calcul [LRD94].

La seule difficulté est de définir M[S] lorsque M est une abstraction, autrement dit M = AM’. Intu-
itivement, M[S] doit se réduire en une abstraction A(M’[S’]), ot S’ est une pile & trouver. Ici le typage va
nous aider. Supposons I'F S : Aj et F;,A+ M’ : G, de sorte que T' - M[S] : F = G. Alors on veut que
'+ AMM'[S]) : F = G, donc on doit avoir F,T' + S" : F,A. Opérationnellement, on veut que S’ enleve
lélément 1 de la pile courante ('argument de la A, de type F'), calcule la pile S (qui n’est valide qu’en-
dehors de la A), puis réempile 'argument de type F. On y arrivera par exemple en ajoutant un opérateur
de dépilement T (shift) :

[¢]

FTH:T (M)

qui retourne la pile obtenue apres en avoir supprimé 1’élément au sommet. On peut alors poser :
(AM")[S] — A(M'[1 - (So 1)])

Maintenant que nous avons T et o, on peut au passage représenter toutes les variables de de Bruijn. Il
suffit de poser :

o= A

pour tout n > 2, ot1 Tt = 1 et 1™ =7 0 1™ pour tout n > 1. En particulier, 2=1[1], 3=1[1 o 1], etc.

Nous avons ajouté de nombreux opérateurs, et il faut en théorie de nouveau définir comment les substi-
tutions se propagent a travers ces nouveaux opérateurs. Ceci se fait assez intuitivement, et nous présentons
donc la définition formelle du Ao-calcul (non typé).
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( (AM)N — M|N -id)

([id))  MTid) — M (n)  1-7—id
(oid) Soid — S (n-o) (1[S]) - (10S)—S
(ido) idoS — S

(D (MISDIS'] — M[S o 5]

(©)  (S08)08" = So(505")
(1) 1[N-S]—= N

) To(N-S)— S8

( (M -5) 08" — (M[S']) - (505
( (AM)[S] — A(M[L - (So 1)])

( (MN)[S] — (M[S])(N[S])

Figure 1: Les regles de réduction de Ao

Bien que ce calcul soit non typé, il est intéressant de garder une forme faible de typage, avec deux types,
celui des termes et celui des substitutions explicites, ou piles. Ceci définit deux ensembles 7 et S des termes
et des piles respectivement, définis par la syntaxe :

T
S

Vr|TTIAT|T[S]
Vs| 1 ]id|S o S|T - S

1> 1

Noter que ceci nous force a distinguer deux sortes de variables, les variables de termes (dans V1) et les
variables de piles (dans Vs).

Les régles de réduction sont données en figure 1.

Toutes les régles sauf (n-) et (- o) sont justifiées par des arguments comme ceux utilisés ci-dessus. Les
deux regles (1) et (1 - o) sont nécessaires pour étre sir que Ao est localement confluent. En effet, (AM)[id]
peut se réduire soit & AM par ([id]), soit a A(M[1- (ido 1)]) par (A). Ce dernier terme se réduit a A(M[1- 1]),
mais pas a AM sauf si on ajoute la regle (n-). Mais une fois cette derniere regle ajoutée, (1- 1) o .S peut se
réduire soit & S par (n-), soit & (1[S]) - (T 0S) : la régle (1 - o) est nécessaire pour réduire ce dernier & S.

L’ensemble de toutes les régles sauf () est appelé o, c’est le calcul de propagation des substitutions &
travers les termes. Le systeme de réécriture tout entier est appelé Ao.

2.3 Propriétés de \o

Etudions les propriétés théoriques de Ao. D’abord, Ao simule bien la -réduction (théoréme 3). La traduction
standard des A-termes en Ao-termes est similaire a celle des A-termes en termes de de Bruijn :

x*(0) = =1 (sii=1), 1[1""!] (sinon) si i est le premier tel que = = £(i)
x (sin =0), z[1"] (sinon) si x n’est pas dans ¢, n est la longueur de £
(W) (0) = w0 (o)
Az-u)"(0) = MNu*(z::l))

Ceci est similaire & la traduction x%(¢) définie en section 2.1. En fait, la seule différence est la tra-
duction des variables libres (le deuxiéme cas définissant z*(¢)). Par exemple, (\x - xy)db(e) = A1ly), mais
(Az - 2y)*(€) = AM(1(y[1])). On aurait pu définir z*(¢) comme étant identique & % (¢), mais le théoreme 3 ne
fonctionnerait plus sur les termes avec des variables libres. Noter qu’on ne peut pas définir x9°(£) comme
x* (), car y[T] n’est pas une notation qui existe en A-calcul avec indices de de Bruijn.

Donc Ao simule bien la G-réduction. Ceci n’est pas totalement immédiat, et nous allons prendre quelques
détours.

Lemme 3 Le o-calcul est localement confluent.
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Nous n’en donnerons pas de preuve, pour deux raisons. D’abord la vérification de ce fait nécessite la
connaissance de la notion de paires critiques et de la théorie associée (cf. [DJ90]). Ensuite, le nombre de
paires critiques est assez élevé, et en fait la vérification de confluence locale est un processus totalement
automatisable, qui est mieux effectué par une machine que par un étre humain.

Ensuite, on constate que la propagation des substitutions est un processus qui termine. Ceci a l'air d’aller
de soi, mais c’est loin d’étre évident. En fait, le théoréeme 2 n’a longtemps eu que des preuves beaucoup plus
complexes. Nous avons quand méme besoin de quelques outils supplémentaires. D’abord, le résultat suivant,
d’utilisation générale (notons que Ao est un systeme de réécriture sur des termes du premier ordre) :

Définition 1 (Ipo) Soit F une signature du premier ordre, c¢’est-a-dire un ensemble dit de symboles de
fonction, chaque symbole de fonction [ étant associé a un entier appelé son arité «(f). Les termes sur F
a variable dans X sont définis inductivement par : toute variable x est un terme, et sity, ..., t, sont des
termes et a(f) =n, alors f(t1,...,t,) est un terme.

On dit qu’une relation binaire R sur les termes est bonne si et seulement si elle n’‘admet aucune chaine
infinie décroissante t1 Rta R ... Rt R.

Soit = une relation binaire sur F. On définit l'ordre lexicographique sur les chemins ou lpo (“lezicographic
path ordering”) =0 comme suit. Pour tous termes s et t, s =i, t si et seulement si s est de la forme

f(s1,.-.,8m) et :
(@) 8i Zipo t pour au moins unt, 1 <1 <m, ou :
(1) t est de la forme g(t1,...,tn), f > g et s =ipo tj pour tout j, 1 < j <mn, ou :

(i7i) t est de la forme g(t1,...,tn), f =g (donc m =n) et $1 *ipo t1, -5 Sk—1 Zipo th—1, Sk *lpo lks
S >lpo tht1, --+» 8 ™ipo tn pour un certain k, 1 < k < n.

ol =po est la cloture réflexive de > p,.

La définition du lpo est correcte : c’est une définition par récurrence sur (s,t) ordonné par le produit
lexicographique des ordres de sous-termes. Noter le cas subtil du point (7i¢) : aprés I'indice k, on compare
s (le terme de gauche tout entier) & chaque ¢, restant.

On peut montrer que si ¢ est un sous-terme strict de s, alors s >, t; que si > est un ordre strict (une
relation irréflexive et transitive) alors >, est aussi un ordre strict; que >, est stable par substitutions :
si s >ipo t alors s[z1 := u1,...,Tp 1= Up] >ipo t[T1 = U1,...,Tp = Up|; que >, passe au contexte : si
S >ipo t alors f(s1,...,8k—1,8,Sk+1,---,5n) >ipo J(S1,..,8k—1,t, Sk+1,--.,5,). Un ordre qui a toutes ces
propriétés est appelé un ordre de simplification. Le théoreme de Dershowitz dit que si F est fini et > est
un ordre strict, alors >, est un bon ordre. C’est un théoréeme non trivial, qui fait appel notamment au
théoréme de Kruskal : lire [DJ90] pour les détails.

On va montrer directement que >, est bon, ce qui montrera que le résultat est toujours valable méme
quand F est infini (& condition que > soit bonne) et > n’est pas un ordre strict :

Théoréme 1 Si > est une bonne relation sur F alors =, est bonne sur l’ensemble des termes.

Preuve : Notons d’abord qu’on peut donner une présentation équivalente mais plus simple du lpo. On
a s ipo t si et seulement si s = f(s1,...,8y,) et soit :

(7) 8; =ipo t pour un 4, soit :

(15') t = g(t1,...,tn), S >ipo t; pour tout j, et (f,s1,...,8m,) est plus grand que (g,t1,...,t,) dans le

produit lexicographique de > et de 'extension lexicographique >—§;§ de >=po aux listes de termes.

L’extension lexicographique >!** d’une relation > sur un ensemble A est par définition la relation sur les
suites d’éléments de A telle que (ay,...,an) > (a},...,ad,) si et seulement si m = n et a; > af, ...,
ag—1 > a)_q, ap > a) pour un certain k, 1 < k < n.

Si > est bonne, alors >'** est bonne : c’est par récurrence double, sur m d’abord, sur a; ensuite.
(Exercice.)
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Montrons maintenant que >, est bon, sachant que > est bon. Notons SN l’ensemble des termes ¢
accessibles dans >0, c’est-a~dire qui sont tels qu’il n’y a pas de chaine infinie décroissante ¢ >;p, 1 >ipo
... >lpo tk >ipo - ... Notre but est donc de démontrer que tout terme ¢ est dans SN. On va le démontrer
par récurrence structurelle sur ¢; noter que c’est trés proche des démonstrations de forte normalisation de
la partie 2, a ceci prés qu’on n’a pas besoin de généraliser la terminaison en une propriété de réductibilité
d’abord. On va donc montrer que : (*) pour tous uy, ..., u, dans SN, f(uy,...,u,) est dans SN.

Ceci est a son tour démontré par récurrence sur (f,ug,...,u,) ordonné par le produit lexicographique
> de f, ordonné par >, et de la liste u1, ..., u, ordonnée par I'extension lexicographique de >,,,. Noter
que comme ug, ..., u, sont dans SN, (f,u1,...,u,) est accessible par >, et le principe de récurrence sur
> (si Vy < - P(y) implique P(z) pour tout z, alors P(x) pour tout x) est donc légitime. Sachant que nous
voulons démontrer (%), il est bon d’expliciter I'hypothese de récurrence sur > dont nous disposons :

(x%) pour tous g et uj,...,u,, € SN tels que (f,uy,...,un) > (g,ul,...,u.,), g(ul,...,ul,) est dans SN.

Rappelons que nous nous plagons aussi dans 'hypothese ou uy,...,u, € SN. Démontrons maintenant que
f(u1,...,u,) € SN. Pour cela, considérons n’importe quelle suite infinie vo=f(u1,...,un) >ipo V1 >ipo
Vg ..., et démontrons le faux par récurrence structurelle sur v;. Considérons les deux cas définissant le Ipo :

(7') u; >ipo v1 pour un certain . Comme u; € SN par hypothese, ceci contredit le fait que la suite des vy,

est infinie.

(4i') vy est de la forme g(uy,...,uy,), avec vo =i uj pour tout j et (f,ui,...,un) > (g,ui, ..., uy,). Par
hypothese de récurrence (la plus interne) toute suite vg >ipo ug >~ipo - - . est finie, ce qui implique que
u’; est dans SN. On peut donc appliquer () et conclure que vy = g(uj, ..., uy,) est dans SN, ce qui

contredit le fait que la suite des vy est finie.

%

On peut aussi démontrer que si > est un ordre strict total (pour tous f, g, f = gou g > f ou f = g),
alors >, est un ordre strict total sur les termes clos (sans variables libres). Ceci a des applications en
démonstration automatique notamment, mais nous ne 1'utiliserons pas.

Corollaire 1 Si toutes les régles | — r d’un systéme de réécriture R sont telles que | =1,, 7 €t >~ est bon,
alors R termine.

Preuve : Par le théoreme 1 et le fait que >;,, passe au contexte et est stable par substitutions. &
Pour démontrer qu'un systéme de réécriture R termine, il suffit donc de trouver un bon ordre strict sur
les symboles de fonction qui fasse décroitre les termes le long de toutes les regles de R.

Théoréme 2 (Normalisation forte de o) Le o-calcul est fortement normalisant.

Preuve : On peut simplifier le probleme. Considérons le systéme de réécriture suivant, obtenu a partir
de o en remplagant les o par des _[_] (on identifie termes et piles), le symbole invisible d’application par -, et
en éliminant les regles en double :

(oid) Moid — M (n°) 1- T—id
(ido) idoS — S (n-o) (108)-(10S)—S
() (S08)08" —So(8 08"

(1) lo(N-S)— N

(1) 1o(N-8)—8

() (M-8)oS = (MoS')- (505"

N (AM)oS = A Mo (1-(So1)))

11 est facile de voir que si on prend un ordre strict > sur les symboles de fonction tel que 1,-, 7> id et o > -,
alors les termes décroissent dans >, dans toutes les regles, sauf (A). Le seul probleme est la regle ().
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Pour régler ce probleme, estimons, dans les termes de la forme M o N, sous combien de A les regles
ci-dessus peuvent pousser N. Notons ¢(M) ce nombre :

lz) = 0 (1) = 0
(1) = 0 (AM) = (M) +1
UM -N) = max({(M),((N))
(id) = 0 UMoN) = ¢M)+EN)

Notons que, si M — N, alors {(M) > ¢(N). En effet, c’est vrai lorsque M est lui-méme le rédex contracté
(on a méme égalité, sauf éventuellement pour les regles (1) et (7)), et ensuite quelle que soit la profondeur
du rédex contracté, parce que £(_) est construite & partir de + et max, qui sont des fonctions monotones.

On va maintenant décorer les symboles de fonction dans les termes (c’est le semantic labelling dit & Hans
Zantema). On pose :

[z] = = [ =1
[ =1 [xM] = A[M]
[M-N] = [M]-[N]
[id] = id [MoN] = [M] O(M)+£(N) [N]

ou l'on considere une infinité de symboles o,, n > 0.
On vérifie alors que, pour toute régle [ — r du systéme ci-dessus, on peut réécrire [M] en [N] par les
régles suivantes (par convention, m est £(M), n est £(N), p est £(P)) :

(AM) opipy1 P MM oy (1-(Poy 1))
1 Omax(m,n) (M . N) M
T Omax(m,n) (M ' N) N
id o, M M
M o, id M

(M omtn N) omintp P
(M : N) omax(m,n)+p P
1.1

(Lom M) - (T omM)

M o ipnip (N onip P)
(M omyp P)- (N onip P)
id

M

L A

Comme M — N implique ¢(M) > ¢(N), on en déduit par une récurrence immédiate sur la profondeur du
rédex contracté dans M que M — N dans le systéme sans indices implique [M] —% [N] dans le systéme
de réécriture ci-dessus, plus les regles :

(down) Mo, N — Mo, N

pour tous n > m. Appelons Subst* ce systéme, incluant les regles (down). (Par exemple, si M = Mj o M5 et
N = Ny o My, avec My — Ny, par hypothese de récurrence [M;] —* [N1], donc [M] —F [N1] og(ary)+e()
[M2] =" [N1] og(ny)+e(az) [M2] = [N] par (down), puisque £(My) = £(N1).)

Or il est maintenant facile de voir que Subst* termine, en utilisant un lpo =P avec = défini par ... =
Opgl = Op = ... =01 =00 =\ 1,-, T et 1,-, 1> id. %

Exercice 13 Montrer que le systéeme de réécriture suivant termine, ou D, est un opérateur censé représenter
la dérivation par rapport ¢ x 0/0x :
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D,(z) — 1
D,(a) — 0
D,(M+N) — D,(M)+ D,(N)
D,(MxN) — Du(M)xN+MxD,(N)
D,(-M) — —D,(M
D,(M/N) — (Dm(M) % N — M x Dy ))/N2
Dy(log(M))  —  Dy(M)/M
D, (MN) — Nx(MN-1x D,(M))+ MY x (log(M) x D,(N))
0O+N — N M+0 — M
S(M)+ N — SM+N) M+S(N) — S(M+N)
(M+N)+P — M+ (N+P) S(M)—-S(N) — M-N
OXN — 0 Mx0 — 0
S(M)yx N — MxN+N MxS(N) - M+4+MxN
(M+M)YXxN — MXN+MxN Mx(N+N) — MxN+MxN'
(MxN)xP — Mx(NxDP)
(1 dénotant S(0), et 2 dénotant S(1).)
Corollaire 2 Le o-calcul est confluent.
Preuve : Par le lemme de Newman et les résultats précédents. &

Théoréme 3 (B-réduction) Siu — v par B-réduction, alors u*(£) —T v*(£) en Ao, pour toute liste ¢ de
variables.

Preuve : On prouve une série de lemmes auxiliaires. D’abord, définissons quelques abréviations : 17
dénote id sip =10, I sip=1, 10 1P~! sinon; ¥ S est S si p=0, f (12~ (S)) sinon, ou f (S)=1- (So 1).
Notons —, la relation de réécriture de o seul, et =, la relation d’équivalence associée.

On remarque les points (1) & (5) suivants.

(1) Totf(5) = So .

(2) pour tous entiers ¢ > 0 et i > 1, (¢ +14)[17 (5)] =5 i[So 7). En effet, (¢ +9)[ ()] = » 111 e
()] =0 11771 0 419 (8)] =, 11712 o491 (S)o 1)] (par (1)) =, 1[1*71 o(So 14 )] — ilSo 11,
(3) sii < q,i[f7 ()] =5 i. En effet, i[f7 (S)] =, 1[T"[17 (9)] = [Tz_l o 17 (8)] =4 1[1"72 o~

()0 D] = -+ = 1[I 04175+ (8)o 10-2] =, 11—+ (8)o 1-1] =, 1f=++1 (S)][1-1] =, 1[1+1] =

(4) Si w1, ..., yp sont p variables n’apparaissant pas dans la hste £ et non libres dans v, alors v*(0)[1P
=6 v*(y1 ... yp = 0). A cause des )\, nous devrons prouver un résultat plus général, a savoir :
vz gt O (M) = v (kg iy ey l)

si les y; n’apparaissent pas dans £, ne sont pas libres dans v, et les x; ne sont pas libres dans v.
C’est par récurrence structurelle sur v. Si v est une variable x apparaissant dans ¢, soit ¢ le premier

indice tel que (i) = x; alors v*(€)(x1 = ...t zgq = O (1P)] = (¢ + D[N (17)] =o=0 i[IP o 9] (par (2))
= i+p+qg=v(x1 = ... 2y Y1 ... yp : £), puisque x ne peut étre égale & aucune z; ou y; par
hypothese.

Si v est une autre variable y, v*(z1 = ... = xg 2 O (1P)] =5 y[17][1M9 (17)] =5 y[I1™TPT9] (par le
méme raisonnement que ci-dessus) =, v*(x1 ... gy ... Yy o £), puisque x ne peut étre égale &

aucune x; ou y; par hypothese.

Si v est une application, c’est évident par hypothese de récurrence et la reégle (app). Si v est une
abstraction Az - w, alors v*(z1 ...t zg = O[T (1P)] = Mw*(z 2 21 ...ty = ) [ (1P)] =6 Mw*(z
Tyt T )[ﬂ‘ﬁl (17)]) (par (N)) =¢ Mw*(z = @1 ...t xg o Y1 ... yp 2 £)) par hypothese de
récurrence. Techniquement, ceci suppose que ’on peut choisir x non libres dans v, et donc il faut vérifier que
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la traduction de deux termes a-équivalents est identique. Cette vérification est omise, car assez rebutante
et peu instructive.
(5) si x n’apparait pas dans ¢, u*(z = £)[v*(¥) - id] =, (u[r :=v])"(¢). Encore une fois & cause des

abstractions, on va prouver que pour toutes variables v, ..., ¥, n’apparaissant pas dans ¢ et non libres
dans v, et pour tout x n’apparaissant pas dans ¢ :
u(yr o nyp nx O (0F) - id)] = (ujz =) (g1 .y )
C’est par récurrence structurelle sur u. Siu est une A-abstraction Ay-w, alors le cdté gauche est A(w*(y :: yq =
typ nx n O))NP (0(0) - id)] = Aw (Y myr .y o O (v (0) - id)]) = M(w]z = 0]) " (y =
Y1 yp b)) = (ufz =) (y1 ... yp =€), en choisissant y n’apparaissant pas dans £ et non libre
dans v, & a-renommage pres.

Si u est une variable, on a quatre cas. Cas 1 : wu est une variable y différente de =, y1, ..., yp et
n’apparaissant pas dans ¢, alors u*(y; 1 ... 1y, i @ O)[P (0*(0)id)] =5 y[1PT TP (v*(£)-id)] (ol n est la
longueur de £) =, y[1"1 o((v*(€) - id)o 17)] =5 y[1" o(ido 17)] =5 y[1™*7] =, (ule = v])* (g1 55 ... 5 p s ).
Cas 2 : w apparait dans ¢, disons a lindice 4. Alors u*(y1 :: ... yp = @ = O[NP (v*(0) - id)] =, 1[TPT][NP
(v*(0) - id)] =5 1[T% o((v*(¥) - id)o 1P)] =, 1[1PT71] = (u[z :==v])" (y1 = ... 2 yp = £). Cas 3 : u =y, alors
u(yr i nyp nx s O (vH() - id)] =5 i[NP (v*(0) -id)] =4 i (par (3)) = (u[z :=v]) (y1 = ...t yp 2 0).
Cas4:u=ug, alors u*(y1 = ... yp sz 2 P (VL) -id)] = (p+ D[P (v*(¢) - id)] =5 L[(v*(¢) - i)o 17] =,
v*(0)o 1P=4 v*(y1 1 ... 1 yp i £) par (4).

Le cas de ’application est immédiat.

De (5) et du fait que (u[z := v])"(¢) est o-normal, et que o est terminant et confluent, on déduit que
si & n’apparait pas dans £, u*(z :: £)[v*(¢) - id] —% (u[z :=v])"(£). (On pourrait le vérifier directement,
mais c’est beaucoup plus long.) Donc ((Az - u)v)"(£) = (M(u*(x :: £)))v*(£) — u*(x 2 £)[v*(€) - id] (par (B))
— (ufa = v])"(0):

Il ne reste qu’a démontrer le résultat par récurrence sur la profondeur du rédex contracté dans u. On
vient juste de traiter le cas ou cette profondeur vaut 0. Le cas ou u est une application est immédiat. Si u
est une abstraction Az - u; avec u; — vy, on a u*(¢) = A(uj(z : £)) =1 Mo} (x :: £)) = v*(¢) (par hypothese
de récurrence).

Le Ao-calcul est localement confluent, comme on peut le vérifier, et comme le A-calcul est confluent, on
peut espérer que le Ao-calcul le soit aussi. Mais :

Théoreme 4 Le Ao-calcul n’est pas confluent.

Preuve : Cf. [CHL91]. &
Par contre :

Théoréme 5 Un \o-terme est semi-clos si et seulement s’il ne contient aucune variable de pile (dans Vs ).
Le Ao-calcul semi-clos est le Ao-calcul restreint aux termes semi-clos.
Le \o-calcul semi-clos est confluent.

Preuve : Ce résultat est dii & Rios [Ri093]. Comme il est trés technique, on va démontrer un résultat
relativement plus facile, mais qui donne une idée des techniques utilisées : on va démontrer que le Ao-calcul
clos — c’est-a-~dire sans aucune variable libre— est confluent.

La technique est la suivante. Supposons qu’on sache construire un foncteur F', c’est-a-dire une fonction
qui traduit des Ao-termes M en des termes F(M) dans un langage L et qui préserve les réécritures : si
M —* N alors F(M) —* F(N) dans L. Si on sait que L est confluent, alors on peut clore le diagramme
suivant avec un terme u de L :
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N N
F (M)
FN FIN
'\ s
u

Si en plus on a un foncteur G de L vers Ao tel que N —* G(F(N)), alors on aura N3 —* G(F(Ny)) —
G(u) et Ny —* G(F(N3)) —* G(u), et ainsi N7 et Ny aura trouvé un réduit commun.

Nous allons prendre pour L le A-calcul, dont on sait déja qu’il est confluent; F' sera défini plus loin, et
G sera construit a partir de la fonction de traduction u — u*(¢). Rios utilise le sous-langage des Ao-termes
o-normaux, avec relation de réduction définie par M = N si et seulement si M se réduit par (8) en une étape
en M’ et N est la o-forme normale de M’; avec comme foncteur I la fonction qui convertit tout Ao-terme
en sa o-forme normale, et G est l'inclusion canonique des termes o-normaux dans les Ao-termes. (Dans ce
dernier cas, cette méthode de preuve de confluence s’appelle la méthode d’interprétation de Hardin.)

On va commencer par donner une traduction du Ao-calcul dans le A-calcul (le foncteur F'). Comme celle
du A-calcul dans le Ao-calcul, elle prendra une liste P (de A-termes) en argument, qui représente le contenu
de la pile. La traduction M°(P) fabrique un A-terme & partir d’'un Ao-terme M dans une liste P, et S°(P)
fabrique une nouvelle liste de A-termes a partir de la pile S et de la liste P. Cette traduction n’est définie
que si S est suffisamment profonde :

(MNY(P) = M(P)N(P) (AM)°(P) = Az-M°(z: P)
(w:P) = (M[S))°(P) = M°($°(P))
?°w=P) = P id°(P) = P

(SoS)°(P) = S°(S°(P) (MoS)(P) = M°(P):S°(P)

On vérifie que : (1) si M —, N et M°(P) est défini, alors N°(P) est défini et M°(P) = N°(P). Clest
par récurrence sur la profondeur du rédex contracté dans M. Le cas de base, ou M est lui-méme le rédex
contracté, est une vérification longuette mais sans difficulté. Le cas le plus difficile est celui de la régle (\),
que 'on détaille comme suit :

(AM)[S])°(P) = (AM)*(S°(P))
= Az M°(z: S°(P))

et le coté droit :

(AMIL- (Se ND)*(P) = Az (M[L-(So N])°(z = P)

= X M-S ) P)
= Ao MP(1%(s 5 P) s (S0 1)°(z = P))
= Az-M°(z=: ( 1°(z :: P))
= Az-M°(z:8°(1° (2 :: P)))
Az M°(z :: S°(P))

Ensuite, on a : (2) si M — N par la regle (3), et si M°(P) est défini, alors N°(P) aussi et M°(P) —*
N°(P). C’est encore par récurrence structurelle sur la profondeur du rédex contracté dans M. Si cette
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profondeur est 0, alors M = (AM')N’, et N = M'[N’-id]. On a alors :

M°(P) = (AM')°(P)N"(P)
— (Az-M'°(z: P))N'°(P)
M'°(z :: P)[z := N'°(P)]

Or on peut démontrer que M’'°[uy;...;u,][z := v] = M'°[u1]z := v];...;u,[z := v]], par récurrence struc-
turelle sur M’. Comme z est fraiche, il s’ensuit que M°(P) — M'°(N'°(P) :: P). Or on a :

N°(P) M ((N'-id)"(P))

M'°(N'°(P) :: P)

Le cas inductif est facile. On remarquera que la traduction efface ou duplique des rédex, d’ou le fait que
M — N par (8) n’implique pas M°(P) — N°(P) mais M°(P) —* N°(P).

On montre maintenant que : (3) si M°(P) est défini, alors (M°(P))"(¢) et M[P*(¢)] sont o-convertibles,
ot on étend la traduction * aux listes P par [u1;...;um] (O)=ui(l) - ... uk,(£)- 1™, ol n est la longueur de
¢. On démontre (3) par récurrence structurelle sur M, en démontrant simultanément que (S°(P))"(¢) est
o-convertible avec S o P*({) pour toute pile S.

Si M =1, alors (M°(P))*({) = ui() oo P = [uy;...,up] et n > 1. Mais M[P*(¢)] = 1[uj(¥) -

s, (0 17 = w5 (0).

m

Si M est de la forme AM’, alors (M°(P))"(£) = (Az- M'°(z:: P))"(£) = \(M"°(z :: P))"(z :: £) est o-
convertible avec A(M'[1 - uj(z =: £) - ... - u},(z :: £)- 1"T1]) par hypothese de récurrence, si P = [u1;. .. ; U]
et £ est de longueur n. Or M[P*(0)] = M[ui(€)-...-uX,(£)- 1] =0 AM'[1-uf(€)o T -...-ul,(£)oT- 10 1))

par (A). Par le point (4) de la preuve du théoreme 3, u} (£)o 1=, uj(z :: £). Donc (M°(P))*(¢) =, M[P*(¢)].

Si M est une application, c’est immédiat.

Si M est de la forme M’[S], alors (M°(P))*(¢) = (M'°(S°(P)))"(¢) =, M'[(S°(P))"(£)] (par hypothése
de récurrence) =, M'[S o P*(¢)] (par hypothese de récurrence encore) =, M'[S][P*(£)] = M[P*(¢)].

Pour les piles, si S =T, alors en posant P = [uy;...;u,,] et n égale la longueur de ¢, alors (S°(P))"(¢) =
[ug; .. s um] ™ (0) = ub(€) - ... -uk,(£)- 17, alors que S o P*(¢£) =T o(ui(€) - ub(f) - ... uk (£)- 1"

Le cas S = 505" est similaire au cas M = M'[S]. Le cas S = id est évident, ainsi que le cas S = M - S’.

On en déduit que : (4) si M°[zy;...;xy,] est défini, alors en posant ¢=[zr1;...;xz,], on a M —¥
(M°(£))"(£). En effet, par (3) (M°(£))"(£) =, M[¢*({)] = M[1-...-n- "] -5 M[1-...-n—1. 777!
| =6 ... =0 M[1- 1] =, MJid] —, M. Ceci montre que M =, (M°(£))*(¢). Mais M°(f) est un A-terme,
donc le coté droit est o-normal, d’ou (4), par confluence de o.

Supposons donc M —* Nj et M —* N,. Posons £ = [z1;...,2z,] avec n suffisamment grand pour
que M°(¢) soit défini. Par (1) et (2), M°(¢) se réduit en les A-termes N7 (¢) et N3 (¢). Mais le A-calcul
est confluent, donc il existe un A-terme u tel que N7 (¢) et N5 (¢) se réduisent en u. Par le théoréme 3,
(N2 (0))*(¢) —* u*(¢) pour chaque i € {1,2}. Mais par (4) N; —% (N£(£))*(¢), donc N; se réduit en u*(¢) :
u*(€) est donc un réduit commun a Np et Na. O

Exercice 14 Pour toute pile S, on pose rec(S)= 1 o(1[S]-id), S1=(A\1)1-id, et le duplicateur Dg(S")=1[1[S]-
S’]-S.

Montrer que S10S —T Dg(Sorec(S)) pour toute pile S. (Indication : on utilisera les régles “compliquées”
(M), (+), (app) de préférence auz autres, et on utilisera (8) le plus tard possible.)

Exercice 15 Posons Cg(S")= 1 o(1[S'] - S). En reprenant les notations de l'exercice 14, montrer que
rec(S’) oS =1 Cg(S" 0 S) pour toutes piles S et S’.

Exercice 16 En reprenant les notations des exercices 14 et 15, montrer que, si l'on pose Spy1=rec(Sy),

alors Sy 0 Spy1 =1 Cs,,,(Cs, ., (... Cs, ., (Ds, 1 (Snt1 0 Snt2))...), ot il y a n — 1 opérateurs Cs, ., .
En déduire que S1 n’est pas fortement normalisant.
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Exercice 17 (Mellies [Mel95]) On considére le A-terme u=\z’ - (/\x -(Ay - y)(()\z . z)a:)) (()\y . y)z’)
Montrer que u est simplement typable, donc fortement normalisant. Montrer cependant que sa traduction
u*(€) se réduit en N(1[Sy o S1]) (indication : appliquer (3) en réduction externe gauche), et en déduire par
les exercices précédents que u*(€) n’est pas fortement normalisant. (On remarquera, si on est curieuz, que
u*(e) est en fait typable dans les régles de typage introduites informellement au début de la section 2.2.)

Exercice 18 Démontrer que les Ao-termes et piles clos o-normauz sont décrits par la grammaire :
N ::= NN|AN|n

ou n parcourt les entiers.

Exercice 19 (@) En s’aidant des propriétés des traductions u — u*(£) et M — MP°(P), montrer que
si u est un terme clos fortement normalisant du A-calcul, alors uw*(€) est faiblement normalisant. Plus
précisément, on montrera que si l’on pose > la relation sur les Ao-termes telle que M > N si et seulement si
M est o-normal, M se réduit en une étape de (3) & un terme M’ et N est la o-forme normale de M’, alors
u*(£) est fortement normalisant pour .

2.4 Machine a réduction pour Ao

On notera en observant la preuve du théoreme 3 que v — v implique non seulement que u*(¢) se réduit en
v*(¢), mais encore qu'il s’y réduit en utilisant une fois la regle (8) de S-réduction, et en normalisant ensuite
par o. Ceci correspond bien & I'idée que la normalisation par o de M[S] effectue les substitutions représentées
par la pile S. En pratique, le Ao-calcul nous laisse la possibilité de mixer S-réductions et o-réductions. Une
possibilité intéressante en pratique est de ne pas réduire les rédex (), autrement de ne pas faire rentrer S
dans AM par ()). Ceci est naturel dans une stratégie de réduction faible, ot de toute fagon on ne réduira
pas sous les .

On définira ainsi une machine a la Krivine pour réduire en forme normale de téte faible comme une
machine & états, dont les états sont maintenant des triplets (M, S, args), on M est un terme, S la pile
courante d’évaluation de M, et args la liste des termes auxquels appliquer M[S]. On obtient :

MN, S, args — M, S, N[S] :: args
AM, S, N:args — M, N-S, args
M[S'], S, args — M, S80S, args

o l'on restreint M & ne pas étre de la forme n ou x ou x[]"], n > 1 dans la derniére régle. On complete
ceci par une série de regles ayant pour but de normaliser les substitutions, lorsque le terme est de la forme
n ou x ou z[]"] (par convention on écrira z[1°] = z) :

1, N - S, args — N, S, args
n+1, N - S, args — n, S, args
x[T" Y, NS, args — z[1"] S, args
n, T, args — n+1, id, args
x[Tn]v T, args — x“«n—i—l]’ Zda args
n, 1 oS, args — n+1, S, args
x[1"], T 08, args — z[1"TY, S, args
M, ido S, args — M, S, args

M, (8"08)0S, args — M, 8"0(808), args

M, (N-S8)0S, args — M, N[S]-(S'08), args

ol M est de la forme n ou z[1"].

Noter que la régle qui s’applique quand le terme est de la forme AM correspond a la regle (AM)[S]N —
AMI[L- (So 1)])N — ML - (So DN -id] — M[(1-(So 7))o (N -id)] —=* M[N -S]. Il n’y a pas de regle
pour les termes de la forme AM lorsque la liste d’arguments est vide : c’est ce qui représente le fait qu’on
ne propage pas réellement les substitutions sous les A. Si on voulait le faire, il faudrait ajouter la regle :
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Noter aussi qu’aucune regle ne réduit spontanément la pile S, sauf lorsque le terme est de la forme n ou
x ou z[T™].

Exercice 20 Montrer que si M, S, [My;...; M, —=* M', 58", [M{;...; M/,] dans la machine ci-dessus, alors
MI[S|Mj ... M, est o-convertible avec un terme qui se réduit dans le Ao-calcul & un terme o-convertible avec
M'[S|M]...M],.

Exercice 21 Montrer que dans le cas semi-clos, si la machine ci-dessus termine, alors c’est dans un état
de la forme M,id,args ot M est de la forme n, x, ou z[]"].

Exercice 22 Une forme normale de téte faible en Ao-calcul est un terme de la forme AM, ou bien
hM; ... M, ot la téte h est de la forme n ou x ou x[1"™]. Montrer que la machine ci-dessus calcule une forme
normale de téte faible d’un Ao-terme semi-clos M s’il en a une, en démarrant de l’état M,id,[]. (On utilisera
la traduction M +— M°(£) pour € suffisamment grande et ses propriélés, le théoréme de standardisation du
A-calcul, et Uexercice 20.)

3 Interpretes en style direct
4 Interpretes en style de passage de continuations
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