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Automates d’arbres (3)

Propriétés de cloture.

Exercice 1 (Opérations booléennes)

Montrer que la classe des langages d’arbres reconnaissables est close par les opérations boo-
léennes (union, intersection et complémentaire). Proposer des constructions préservant le
déterminisme ascendant.

Exercice 2 (Homomorphismes d’arbres)

Soit F et F' deux ensembles de symboles de fonctions, éventuellement non disjoints. Pour
tout n > 0 tel que F contient un symbole d’arité n, nous définissons un ensemble de variables
X =A{x1,..., 20}

Soit hy une application qui, a tout élément f € F d’arité n, associe un terme ¢ty € T(F', ;).
L’homomorphisme d’arbres h : T(F) — T(F’') déterminé par hx est défini inductivement
par :

— h(a) =t, € T(F') pour tout a € F d’arité 0,

- h(f(t1,...,tn)) =tp{z1 — h(t1),...,2n < h(tn)}.

Un homomorphisme est dit linéaire si toutes les images de I'application associée sont des
termes linéaires.

Exemple : On consideére les deux ensembles F = {¢(3),a(0),b(0)} et F' = {f(2),a(0),5(0)}.
On définit 'application suivante :

F — T(]:/,Xg)

b g —  f(z1, f(x,x3))
a — a
b — b

Calculer I'image par 'homomorphisme d’arbres associé a h du terme ¢ = g(a, g(b, b,b), a).
Démontrer les propriétés suivantes :

1. les homomorphismes préservent par image réciproque la reconnaissabilité.
2. les homomorphismes linéaires préservent (par image directe) la reconnaissabilité,

Donner un exemple d’homomorphisme non linéaire ne préservant pas la reconnaissabilité par
image directe.

Algorithmique.
Dans cette partie nous nous intéressons a des questions de complexité. Définissons la taille
||t|| d'un arbre ¢ par induction :

||t]| = 1 sit est une feuille
1]l =14+ 2 icqa,.. ny [[til] sinon



Automates d’arbres (3) 2

Définissons également la taille d'un automate d’arbre A = (Q, %, Q¢,A) :

Al =1QI+ > n+2

o
(q15qn) —g€A

Exercice 3 (Automates d’arbres émondés)

Comment définir le caractére “émondé” pour un automate d’arbre ?
Proposer un algorithme pour émonder un automate d’arbre.

Quel est le cotit de votre algorithme ?

Exercice 4 (Déterminisation)
Etudier le cofit de la déterminisation des automates d’arbres.

Exercice 5 (Problémes de décision)
Nous nous intéressons dans cet exercice a des problemes de décision classique.

Probléeme du mot : Un automate d’arbre A est fixé. On souhaite décider, étant donné un
arbre ¢ en entrée, si t est reconnu par A. Montrer que I'on peut résoudre ce probléeme en
temps linéaire.

Probleme de I'appartenance : On considere en entrée un automate d’arbre A et un arbre t¢.
On souhaite décider si ¢ est reconnu par .A. Montrer que ce probleme peut étre résolu en
temps linéaire si A est déterministe, et quadratique si .A est non déterministe.

Probléme du vide : Etant donné un automate d’arbre A, on souhaite décider si le langage
reconnu par 4 est vide. Montrer que ce probleme peut étre résolu en temps quadratique.
Probléme de la finitude : Etant donné un automate d’arbre A, on souhaite décider si le
langage reconnu par 4 est fini. Montrer que ce probléeme peut étre résolu en temps qua-
dratique.

Résiduels.

Exercice 6 (Résiduels d’automates d’arbres)
Nous définissons deux classes de résiduels pour les langages d’arbres. Soit £ un langage
d’arbres sur Q.

Soit t un Q-arbre a trou. Le résiduel a gauche de £ par ¢ est défini par :
t7'L={uec{Q—arbre} | tuc L}
Soit ¢ un @Q-arbre. Le résiduel a droite de £ par ¢ est défini par :

Lt7! = {u € {Q — arbre a trou} | u.t € L}

Montrer qu'un langage d’arbres reconnaissables posséde un nombre fini de résiduels a gauche
et un nombre fini de résiduels a droite.
Etudier la réciproque.



