Appendix F

Corrigés des exercices du chapitre 7

Exercice 7.1 La réflexivité 7 <: 7 est immédiate par récurrence structurelle sur 7. Pour la
transitivité (11 <: 75 et 72 <: 73 implique 71 <: 73) on procede par récurrence structurelle sur
T, T, T3 €t par cas sur le constructeur de téte de ces trois types. On est forcément dans 'un des
cas suivants:

71 T2 73
T T T On a bien T' <: T par axiome
« « « La aussi, a <: « est un axiome

1 — Y1 | P2 =2 | @3 — 3 | Ona g3 <: @o et pg <t @1 et Py <t Pg et Yo <o 3.
Par hypothese de récurrence, p3 <: @1 et 11 <: 3.
D’ou 1 — 91 <: w3 — 3 par la regle de sous-typage
des types fleche.

Y1 X P P2 X o p3 X 3 Méme raisonnement que pour les types fleche.

(1) {2) (p3) On a @1 <: @2 et pg <: 3, d'olt 1 <: @3 par hy-
pothese de récurrence, et (p1) <: (p3) par la régle de
sous-typage des types objets.

0 0 () <: 0 par axiome.
T1 0 0 71 <: () par axiome.
71 To 0 71 <: 0 par axiome.
m: ;W1 | Mmoo Pa | mo:ps; 3 | Méme raisonnement que pour les types produit.

Enfin, pour l'antisymétrie (7 <: 7’ et 7/ <: 7 impliquent 7 = 7’), on raisonne par récurrence
structurelle sur 7 et 7/. Les cas ou 7 et 7/ ont le méme constructeur de téte sont immédiats par
application de I’hypotheése de récurrence. Reste le cas 7/ = 0 o 7 <: 7/ est vrai pour tout 7.
Cependant, on a aussi () <: 7 et cela n’est possible que si 7 = ), d’ot 7 = 7/ comme désiré.
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Exercice 7.2 Supposons F + (fun 2 — a) v : 7. Une dérivation de ce typage est nécessairement
de la forme suivante:

E+{z:p1}Fa:mn

FrFfunx —a:p1 — 7 p1 — 11 <:Py — Ty

Frfunx —a:p, > O —=Tn <t —T

EFEFfunz—a:p—7 EFv:p

Et(funz —a)v:T

En effet, les regles de typage ne sont plus dirigées par la syntaxe: pour tout terme a, il y a deux
regles qui peuvent dériver E - a : 7, la régle (sub) et la regle propre a la forme de a (p.ex. (fun) si
a est une fonction). Donc, la forme générale d’une dérivation de F + fun z — a : ¢ — 7 est une
étape de regle (fun) suivie par zéro, une ou plusieurs étapes de (sub).

Par transitivité du sous-typage (exercice 7.1), nous avons ¢; — 71 <: ¢ — T, ce qui implique
© <:p1 et 71 <: 7. Appliquant la regle (sub), on a donc E v : ¢1. Comme de plus E+{z: p1}
a : 11, un lemme de substitution analogue au lemme 2.2 montre que E - a[z < v] : 71. Appliquant
une derniere fois la régle (sub), il vient E - a[z < v] : 7; c’est le résultat attendu.

Exercice 7.3 Tout terme du lambda-calcul pur peut étre vu comme une expression de mini-ML
ayant le type 7 = pa. a — «. Considérons par exemple fun  — a. Si sous 'hypothése x : 7 le
type de a est 7, alors fun x — a a le type 7 — 7 qui par enroulage est égal a 7. De méme, si a;
et az ont le type 7, alors par déroulage a; a aussi le type 7 — 7, donc ’application a; as est bien
typée et a le type 7.

Exercice 7.4

1)

-> * * ->
/ \ / \ / N\

I
I

/ \ I
int bool vV Vv \/ int \____|

I
I
I
I
I
v oI

2) La substitution renvoyée a deux classes d’équivalence: I'une contient les trois noeuds — du
graphe de départ, et I’autre les trois noeuds représentant int, o et 3 dans le graphe de départ.

3) Tout d’abord, il est clair que si R est une relation d’équivalence et R’ = mgu(FE, R) est définie,
alors R’ est une relation d’équivalence, et de plus les classes d’équivalence de R sont incluses dans
celles de R'.

Ensuite, considérons un appel mgu(FE, R) qui, récursivement, appelle mgu(E’, R"). Dans tous les

2 2
cas de lalgorithme, pour tout (n; = ng) € E, on a ou bien (ny = ny) € E’, ou bien n; R no.
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Donc, par récurrence sur le déroulement de l’algorithme, il vient que R = mgu(FE, id) satisfait les
équations de E: pour tout (ng L ny) € E, on a n; R na.

Il reste a vérifier que R = mgu(FE, id) vérifie les conditions de compatibilité et de fermeture. Si
n Rn' et C(n) #V et C(n') #V, alors forcément une des étapes de 1’algorithme a été

mgu({n =n'}UE,R) = ngu(EU{F(n)= F(n);...:Fi(n) = Fy(n)},R+ {n=n'})
siC(n) #V et C(n') =C(n) et k= A(C(n))

Donc C(n) = C(n'), et de plus la relation R satisfait les équations de E U {Fi(n)
Fi(n);...; Fg(n) L Fi(n')}, dou Fi(n) R F;(n') pour tout i. Par conséquent, R est une sub-
stitution, et comme elle satisfait toutes les équations de E, c’est un unificateur de F.

Soit maintenant R’ un unificateur de E. On montre par récurrence sur le déroulement de
lalgorithme que si R; est plus fine que R’ et Ry = mgu(F, Ry), alors Ry est plus fine que R'.
Faisons par exemple le cas

ngu({n = n'YUE,R)) = mgu(EU{Fi(n)= F(r);...;Fu(n) = Fy(0)}, Ri + {n =n'})
siC(n) #V et C(n') =C(n) et k= A(C(n))

)
Puisque R’ est un unificateur de {n = n’} U E, on a nécessairement n R’ n/. Comme R’ est une
relation d’équivalence et qu’elle est moins fine que Ry, elle est aussi moins fine que R1+{n = n'}. De

plus, R’ est un unificateur de EU{Fi(n) LR (n');...; Fx(n) L F, (n’)} puisque c’est un unificateur
de EFU{n Ly } et puisque R’ satisfait la condition de fermeture. Appliquant ’hypotheése de
récurrence, il vient que Ry = mgu(E U {Fi(n) < Fi(n);...; Fr(n) < Fr.(n)}, Ry + {n = n'}) est
plus fine que R'. C’est le résultat attendu, puisque Ry = mgu({n L n'} UE, Ry).

4) A chaque appel récursif de mgu(F, R), ou bien le nombre de classes d’équivalences de R
diminue d’un, ou bien R est inchangé mais le nombre d’équations de E diminue d’un. Ceci garantit
que mgu ne peut pas boucler.

Exercice 7.5
1) La symétrie est évidente par récurrence sur les deux types.

Si d(11,72) = 0, ou bien 71 et 75 sont la méme variable de type, ou bien 7; et 79 sont deux types
fleche 1 — 11 et o — 19, et d(¢1,p2) = 0 et d(11,12) = 0. Par récurrence, il vient 1 = @9 et
1 = 1o, dout T = To.

Pour I'inégalité du triangle ultramétrique, on raisonne par récurrence et par cas sur les trois
types 71, T2, 3. On dit que deux types sont en désaccord si ce sont deux variables différentes, ou
si 'un est un type fleche et I'autre une variable. La distance entre deux types en désaccord est
toujours 1.

Si 7 et T sont en désaccord, ou 79 et 73 en désaccord: alors max(d(m,72),d(T2,73)) = 1 et
Pinégalité est vérifiée, car d(m,73) < 1 quels que soient 71 et 73.

Si T =7 =73 =, les trois distances sont nulles et 'inégalité est vérifiée.

Enfin, si 71 = @1 — 91 et 79 = o — 9 et T3 = 3 — 13: par hypothese de récurrence, on a
(1, 3) < max(d(p1, p2), d(2,¢3)) et de méme d(¥1,3) < max(d(¥1, ¥2), d(¥2,43)). Do:

d(p1 = ¥1,03 = ¥3) = 1/2max(d(e1, ¢3),d(1,3))
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< 1/2max(d(e1, v2), d(v2, v3), d(V1,102), d(2,13))
= max(1/2max(d(p1,p2),d(1,12)),1/2max(d(p2, ¢3), d(12,v3)))
= max(d(p1 — Y1, 92 — Y2),d(p2 — V2,03 — ¥3))

2a) Soient (7,,) et (7]) deux suites de Cauchy. On montre que la suite (d(,,7;,)) & valeurs dans
R est de Cauchy. En effet, pour tous p, ¢, on a:

d(Tpv 7_;/)) S max(d(TP7 Tq)a d(TQ> 7—(;)7 d(Téa 7_]/)))

d’ou
d(1p, 7)) — d(7q,7,) < max(d(rp,74),d(7,,7,))

et, en intervertissant les roles de p et ¢,

d(7q,7g) — d(7p, 7)) < max(d(rg, ), d(7,, 79))

d’ou

|d(7p, 7)) — d(7q, 79)| < max(d(rg, 7), d(7, 75))-
Soit € > 0. Soient Ny et Ny tels que p,q > N1 = d(7,,7) < € et p,q > Na = d(7},,7,) < e. Pour
tous p,q > max(N1, Na), on a donc |d(7, 7,) — d(74, 7,)| < max(e,e) = e. Donc la suite (d(7n, 7))
est de Cauchy dans R. Elle converge donc.

2b) La réflexivité de = découle de d(r,7) = 0 pour tout 7. La symétrie de = découle de celle

~ ~

de d. Pour la transitivité de =, supposons (7,) = (7},) et (7,,) = (7). Pour tout n, on a:

d(Tn, T’I{L/) S ma.X(d(’]’n’ 7—7;)7 d(,]_/ 7_//))

nr'n

Passant a la limite n — oo, il vient
d(r,7") < max(d(r,7),d(r',7")) =0

d’ou (1,) = (7))).
2¢) Par passage a la limite sur linégalité du triangle ultramétrique, on a d(s,s”) <
max(d(s, s'),d(s',s")) pour toutes suites s, s, s”. De méme, d(s,s’) = d(s, s).

~

On vérifie maintenant que d passe au quotient par =. Si s 2 s’ et u = v/, on a
d(s',u") < max(d(s',s),d(s,u),d(u,u’)) = d(s,u)

et de méme

d(s,u) < max(d(s,s'),d(s',u),d(u',u)) = d(s',u').

Donc d(s,u) = d(s',u'), et d passe au quotient par .
Par définition de =, d(s,u) = 0 si et seulement si s = u, c’est-a-dire si et seulement si s et u
sont égales dans S/ =.

2d) A tout type simple 7 on associe la suite constante (7,7,...). La distance entre deux telles
suites constantes (7) et (7') est bien sur d(r,7").
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2e) Soit (s,,) une suite de Cauchy a valeurs dans 7', c’est-a-dire une suite de Cauchy de suites
de Cauchy. On note s, ) le pme élément de la suite s,,.

Par définition de 7, la suite (s, p)peN, Vue comme suite & valeurs dans 7, converge vers s,,.
Donc, pour tout n > 0, il existe N(n) tel que

p> N(n) = d(spp,sn) <

S|

On définit la suite diagonale u par u, = s, y(,). Montrons que u est de Cauchy et que (sp)
converge vers u. Pour tous p, g, on a:

1 1
d(upv “q) = d(sp,N(p)a Sq,N(q)) < max(d(sp,N(p)7 Sp)7 d(Sp, Sq)7 d(sfb Sq,N(q))) < maX(};? d(Sp, 861)7 6)
Soit € > 0. Soit Ny tel que
p,q > No = d(spa Sq) <e.
Soit Ny tel que 1/N; < e. Pour tous p,q > max(Ny, N1), on a

1 1 1 1
d(up, ug) < max(=,d(sp, sq), —) < max(——,¢,

— ) <e¢
P q Ny Nl)_

Donc la suite u est bien de Cauchy.
Montrons que (s,) converge vers u. Pour tous p et g,

1
d(upa Sq) = d(sp,N(p)7 Sq) < max(d(sp,N(p)v Sp)v d(Sp, 5(1)) < rnax(}—), d(Sp, Sq))

Soit € > 0. Soit Ny tel que
p,q > No = d(spa Sq) <e.

Soit Ny tel que 1/Ny < e. Pour tous p,q > max(Ny, N1), on a

1 1
d(up, sq) < max(—,d(sp, 5q)) < max(-——,¢) <e
p Ny

Faisant tendre p vers oo, il vient d(u,s;) < e. Donc, pour tout € > 0, il existe N = max(Ng, N1)
tel que ¢ > N = d(u, sq) < e. Ceci montre que u est la limite de (sq).

3) Unicité du point fixe: si z et y sont deux points fixes de F', on a x = F(x) et y = F(y), d’ou
d(z,y) = d(F(x), F(y)) < kd(z,y)

et comme k < 1, ceci entraine d(z,y) = 0, d’ou = = y.
Existence du point fixe: on construit la suite (x,) par x,+1 = F(x,) et ¢y quelconque. On a

d(Tps1,Tn) < kd(xn, zp—1) < ... < Ek"d(x1,20)

Montrons que la suite (z,,) est de Cauchy. On a

n

A(Tnips Tn) < A Tpgp, Trgp—1) + - + d(@Tps1, 7n) < (K" + -+ ") d(21,20) < 1 kd(ﬂihﬂfo)
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Soit alors € > 0. Soit N suffisamment grand pour que n > N entraine %d(xl, zo) < €/2. Pour
tous p,q > N, on a
N kN
d(zp, xq) < d(zp,zn) + d(zN, 4) < md(iﬁl,xo) + ﬂd(xl,xg) <e

Donc la suite () est de Cauchy. Soit x sa limite. Pour tout n, on a d(zp4+1, F(z)) < kd(xp, ).
Faisant tendre n vers oo, il vient que F'(z) est la limite de la suite (z,). Par unicité de la limite, il
s’ensuit F'(z) = x, et x est un point fixe de F.

4) Pour tous types finis 7,7/, 7", on montre par une récurrence facile sur 7 que
d(tla — 7], 7la — 7"]) < d(7',7")

Si de plus T 7é «, on a
1
( [:5 /]7 [:t //]) <— 2 ( /7 //)'

En effet, ou bien 7 est une variable de type différente de «, et alors T[a «+— 7/] = T[ae «— 7"], ou bien
T est un type fleche 7 — 7 et alors

d(r', ")

N =

d(t[a — 7], 7[a — 7"]) < %max(d(ﬁ [a — 7], m1]a « 7"]), d(e]|a — 7], [ +— 7)) <

Cette inégalité s’étend ensuite & des types 7,7’, 7" infinis par passage a la limite.

Par conséquent, I'opérateur F(7') = 7[a < 7'] est contractif: d(F(/,7")) < 3d(7/,7"). Appli-
quant le théoréeme de Banach-Tarski, il vient qu’il existe un et un seul point fixe 7/ de F. Donc,
7' = 7[a — 7'] et 7’ est le seul type qui vérifie cette égalité.
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