Preuves par Induction




Preuves par induction

— Induction sur les entiers
— Induction mathématique
— Induction compléte
— Equivalence

— Induction bien fondée

— Induction structurelle

— Induction sur un ensemble inductif



Induction sur les entiers I (induction mathématique)

Theorem : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons
(IM1) P(0),

(IM2) Vn € N.P(n) — P(n+1),

alors Vn € IN.P(n)



Exemples

S

1) i = 2) n’=) (2i—1)

1=1 1=1

Mais comment prouver

1. “Tout entier est décomposable en produit de nombres
premiers’
2. “Si n est divisible par 3, alors fib(n) est pair, sinon fib(n) est

impair’.



Induction sur les entiers II (induction compléte)

Theorem : Soit P une propriété sur les entiers. Supposons
(1C) Vn € IN.((Vk € IN.(k <n — P(k))) — P(n))

alors Vn € IN.P(n)



Equivalence des deux principes

Malgré |'apparente supériorité du deuxiéme principe, on prouve

Theorem : Induction mathématique et compléte sont

équivalentes.



Théoréme fondamental du cours

Theorem : Tous le monde est d’accord avec le professeur.

Proof. On montre, par induction sur le nombre de personnes dans
I'amphi, que tout groupe de n personnes contenant le professeur
est d'accord avec lui.

Cas de base : il y a seulement le professeur, trivial.

Cas inductif : on suppose I'enoncé vrai pour tout groupe de n
personnes, et on le prouve pour tout groupe de n + 1.
Numérotons de 1 a n + 1 les personnes en question, de facon que
le professeur soit le numéro n, et considérons le groupe A des
premiéres n et le groupe B des derniéres n personnes.

Les deux groupes contiennent le professeur et sont de taille



n < n + 1, donc on peut appliquer I'hypothése d'induction et en
déduire qu'ils sont tous d'accord avec le professeur (qui est dans

les deux), ce qui nous permet de conclure.

Corollaire : Le professeur a toujours raison.

vral ou faux?



Principe d’induction bien fondée

Un ensemble A, un ordre strict > et une propriété P sur A
Principe d’induction :
Si

1. “pour tout élément minimal y € A on a P(y)"

2. “le fait que P(z) soit vérifiée pour tout élément z<z implique
P(:I;)”

alors

“pour tout x € A on a P(x)"



Ce principe est-il toujours bien défini ?

Soit > un ordre strict.

Theorem :

Si > est bien fondé, alors le principe d’induction est correct.

Theorem :

Si le principe d’'induction est correct, alors > est bien fondé.

Corollaire : Le principe d'induction est correct pour les

ensembles inductifs.

Corollaire : Le principe d'induction structurelle est correct.
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Exemples

— Les mots :
P(m) est la propriété :
concat(concat(m,vy),ve), = concat(m, concat(vi, vs))
— Les arbres binaires :
P(a) est la propriété : feuilles(a) = noeuds internes(a) + 1
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Induction sur Quelques sur d’ordres bien fondés

— Ordre lexicographique
— Ordre multi-ensemble

— Combinaisons
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Ordres lexicographiques

Soit > 4. un ordre strict sur |'ensemble A;.

Ordre lexicographique sur le produit de 2 ensembles :
(2,1) >1ex (2, y) ssi (x >4, @) ou (x=2" ety >4, )

Example :

(4,7abc”) >1ex (3,7abC”) >1er (2,7 abede”) >ier (2,7 bede”) >es
(27”6”) >lex (17”6”) >lex (076)
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Ordre lexicographique sur le produit de n ensembles

Si chaque > 4, est un ordre strict sur I'ensemble A;, alors >;., est
un ordre strict qui permet de comparer deux n-uplets de la maniére

sulvante :

(X1, .oy Tn) >l (@], .o xl)ssi 1< j<mn
(zj >a; 5 and V1 <@ < j x; = x7)

Theorem : Si chaque >4, est un ordre strict bien fondé sur A4;,
alors I'ordre lexicographique >j., sur le produit de A; x ... x A,
est un ordre strict bien fondé sur A; x ... x A,,.

Avertissement : >, n'est pas |'ordre du dictionaire!!
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Exemple : la fonction d’Ackerman

Montrer par induction que la fonction suivante termine.

Ackerman(0,n) n+1
Ackerman(m+1,0) = Ackerman(m,1)

Ackerman(m+41,n+1) Ackerman(m,Ackerman(m+1,n))
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Les multi-ensembles

Définition : Soit A un ensemble. Un multi-ensemble de base A
est une fonction M : A — IN. Le multi-ensemble M est fini si

M(x) > 0 seulement pour un nombre fini d'éléments de A.

Notation : {a,a,b}.

16



Ordres multi-ensembles

Définition : M >, N ssi N s'obtient a partir de M en
appliquant la regle suivante un nombre fini de fois : enlever un
élément x de M et le remplacer par un nombre fini d'éléments

plus petits que = (par rapport a |'ordre >).

Notation :

{5,3,1,1}

Example :
£5,3, 1,1} >, {4,3,3,1}

Theorem : Si > 4 est un ordre strict bien fondé sur A, alors >,

est un ordre strict bien fondé sur les multi-ensembles de base A.
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Exemple

Un homme posséde une somme d’argent en euros. Chaque jour il

procéde de la facon suivante :
— soit il jette une piéce de monnaie dans une fontaine,

— ou bien il change I'un de ses billets a la banque.

Montrer que ce processus termine, c'est a dire, que dans un temps

fini 'homme reste sans argent.
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