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Graphes “expansifs” et codes correcteurs d’erreurs

Le graphe aléatoire gy, ar,; est défini de la maniére suivante. C’est un graphe dont les sommets
sont partitionnés en deux ensembles Vi et V5, de tailles respectives N et M. Les arétes sont

spécifiées au moyen de variables aléatoires Z;(j), i =1...,N,j = 1... k, quisont indépendantes
et identiquement distribuées, uniformément sur {1,..., M}. Le iéme sommet de V; est incident
a k sommets de V3, déterminés par les valeurs de Z;(1),..., Z;(k) (pour le moment on n’exclut

pas la possibilité d’arétes multiples).
Finalement, pour tout ensemble C' C Vi, on note I'(C) le sous-ensemble des sommets de V5
qui sont incidents & un sommet i appartenant a C:

I(C)={j € Vo:3ieC tel que (4,j) aréte de gy, amk}-
1. Etablir que pour tout C' C Vi, tout £ € [0, k|C]], on a:

P(IT(C)| < kIC| - £) < P (Bin(k|C|, 1 — K[C| /M) < kIC| - ) (1)

2. On dit qu'un graphe bi-partite tel que gy arx est “(e, m)-expansif” s'il vérifie la propriété
suivante:

YC C Wi, |C| < e[Vi| = [T(O)] > m|C|. (2)

On note 7 la probabilité que gy ark soit (¢, (1 — 0)k)-expansif, pour deux paramétres e,
§ €]0,1[ donnés. Etablir inégalité:

o< S (0 i) () ®

3. On suppose maintenant N grand, M ~ aN pour un « > 0 fixé, et k fixé. Montrer que,
pour tout § > 0 tel que k6 > 1, il existe ¢ > 0 tel que, avec probabilité tendant vers 1
lorsque N tend vers +00, gn i est (€, (1 —d)k)-expansif. On pourra par exemple majorer
le terme binomial (]Z) par (Ne/a)® dans 'inégalité (3) ci-dessus, on e = exp(1).

4. Montrer que, lorsque N tend vers 400, pour k fixé et M ~ aN, la probabilité que g, sk
n’admette pas d’arétes multiples tend vers exp(—k(k — 1)/2«). En déduire, pour k£ > 1 et
d > 0 tel que 0k > 1, l'existence de graphes bi-partites qui sont (¢, (1 — §)k)-expansifs, dont
tous les sommets de V; ont un degré k, et qui n’ont pas d’arétes multiples.

5. Soit un graphe bi-partite comme dans la question précédente, en particulier tel que chaque
sommet de Vi est de degré k. On I'utilise pour former un code correcteur d’erreurs de la



maniére suivante. On considére qu’'un mot code x de N bits z1,...,zN, appartenant &
{0,1}, est valide si et seulement si pour tout j =1,..., M, on a:

N

ZAijxi =0 mod(2)

i=1
ot I'addition est modulo 2, et A;; vaut 1 si le ¢éme sommet de V; est connecté au jéme
sommet de V5, et 0 sinon. Les mots codes sont donc les vecteurs du noyau d’'une application
linéaire de {0,1}" dans {0, 1}, et sont au moins au nombre de 2V,
Etablir que, lorsque le graphe est (¢, (1 — §)k)-expansif, avec § < 1/2, alors deux mots

codes distincts z, 2’ sont tels que leur distance de Hamming »"." | |z; — 2| est strictement
supérieure & eN. Ceci garantit que des corruptions de moins de eN/2 bits lors de la
transmission d’un mot code peuvent étre corrigées sans ambiguité.

Indice: on se raménera au cas oul I'un des mots codes est le vecteur nul.



