
Examen Partiel MPRI 2-17.Tous les do
uments sont autoris�es. L'utilisation d'une ma
hine �a 
al
uler est possible. Dur�ee:1 heure
1 Algorithme de KarpSoit A 2 Rn�nmax une matri
e (max,plus) irr�edu
tible. On note G le graphe asso
i�e , ave
 un poidssur l'ar
 (i; j) qui vaut Ai;j . On sait d'apr�es le 
ours que A admet une valeur propre unique, �.Le poids d' un 
hemin dans le graphe G est la somme des poids de ses ar
s. Un 
hemin P de i�a j est de poids maximal si le poids de tout 
hemin de i �a j est inf�erieur (ou �egal) au poids de P .Q0 Montrer que tout sous-
hemin d' un 
hemin de poids maximal est de poids maximal.Q1 Donner la 
omplexit�e asymptotique en fon
tion de n du 
al
ul de � utilisant la formule� = maxC 
ir
uit dans G poids(C)longueur(C) :Q2 Donner la 
omplexit�e asymptotique en fon
tion de n du 
al
ul de � utilisant la formule (ave
une vraie division) � = nmaxk=1 nmaxi=1 (Ak)i;ik :Q3 On suppose dans un premier temps que � = 0. Interpreter Pi;j dans le graphe G ave
Pi;j = maxn�1k=0 (Ak)i;j (ave
 A0 = Id). Montrer que pout tout i; jn�1mink=0 (An)i;j � (Ak)i;jn� k � 0:Q4 On �xe i et on 
onsid�ere C un 
ir
uit de G de poids 0. Montrer qu'il existe un sommet ` deC tel que (An)i;` = Pi;`. On d�eduire la valeur denmaxj=1 n�1mink=0 (An)i;j � (Ak)i;jn� k ;(on pourra utiliser la question Q0).Q5 Par la suite on ne suppose plus que � = 0. Montrer quenmaxj=1 n�1mink=0 (An)i;j � (Ak)i;jn� k = �:Q6 Cal
uler la 
omplexit�e asymptotique en n d'un 
al
ul de � utilisant 
ette derni�ere formula-tion.
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2 Gain maximal dans un graphePlusieurs probl�emes de strat�egies optimales dans les r�eseaux pair �a pair peuvent être mod�elis�eesde la mani�ere suivante.On 
onsid�ere un syst�eme dis
ret ave
 un espa
e d'�etat �ni E = f1; : : :Kg. �A 
haque �etape deson �evolution, le syst�eme 
hange d'�etat (passe de l'�etat i �a l'�etat j) selon un graphe de transitionG (Gi;j = 1 si on peut passer de i �a j en une �etape et Gi;j = 0 sinon, ave
 un gain wi;j 2 R.On note Xi(n) le gain maximal possible en n �etapes, en partant de i (on pose Xi(0) = 0 pourtout i 2 E).Q1 Donner une formule pour 
al
uler Xi(n).Q2 Montrer que si le graphe de transition est fortement 
onnexe, alors limn!1 Xi(n)n existe etne d�epend pas de i. Comment appeleriez-vous 
ette limite?Q3 Si G et w sont sym�etriques (Gi;j = Gj;i et wi;j = wj;i), 
al
uler 
ette limite.
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