ProbEme 1: Rsolution #§mantique

On se eferera parfois au poly; il s'agira toujours des versions ains¥galesa 4 du cours.

La résolutionsemantiqueest un raffinement de l&solution para@tree par la don@e d’'une in-
terpiétation de Herbrangi(.

On suppose qu’on a un algorithnfe™ qui semi-dcide la validié d’'une clause doré® en enre
dansy. Autrement dit : pour toute clausg, A1 (C) termine, retourne un bogén, et si ce boékn
est “vrai”, alorsHy = C. En revanche, sil™ (C') retourne “faux”, alors on ne sait pasisy = C ou
Ho B~ C. Par contraposition, $i(y = C, alorsA™(C') doit retourner “faux”.

De facon syratrique, on suppose qu’on a un algorithme tel que siA~(C) retourne “vrai”,
c’est quelH rend fausse toute instance close(deEn d’autres termes, s'’il existe une instance close
C4 telle queHy = C0, alorsA~(C) doit retourner “faux”.

La regle derésolution #mantiqueest :

CiVEAv...VEA, C'VvVFA]
CioVvC'o
ou + désigne un signey ou —, et F désigne le signe oppéset ai les conditions suivantes sont
vérifiees :
() n>1;
(i) o =mgu {A; = A1 <j<n};
(i) AT(C1V +A; V...V +A,) retourne “faux”, etdy, ..., A, sont maximaux dan§; vV +A4; v
...V xA,;
(iv) A= (C" Vv FA)) retourne “faux”.
La maximali& est, comme d’habitude, comprise par rapparh ordre strict stable.

1. Nous allons suivre I'argument de |&monstration du #oeme 8 du poly, et montrer que la
résolution #mantique est com@le. Construisons l'interptation] comme suit (je reprends les
notations de la-dite@monstration).

Appelons clausegérératrice C'y, et par extensiol'y 6y, toute clause telle qu&y = Cnoxy.
On peutecrireCy 0y de fagcon unique sous la forrey Hy V'V y VF N, 0V y estla disjonction
des literaux (autres quey Hy) de C'y 0 vrais dansH, etFy est celle de ceux (autres que
+nHy) qui sont faux dan${y. Observer que_y est gerératrice si et seulement ${y [~
+nyHy etVy estladisjonction vide, i.eGnOny = EnyHy vV Fy avecHy = £ty Hy.

On construit alors une interptation partielle I, c’esta-dire un ensemble de Etaux clos
ne contenant pad la fois+A et — A pour aucun atome clad, par €currence suk : I, est la
fonction de domaine vide, et & est ja construite, on considle toutes les clauseémgratrices
Cy telles quety Hy = +A} |, ol le signet est— si Hy = A)_,, + sinon; s'il existe une
telle clause grératrice telle qudy, = Fy, posonsly,, = I U {iA2+1}; sinon, I, =
I, U{F A}, }, ol F est le signe oppésde+. Finalement] = I,.

Démontrer :




(I.1) Pour toute clauseéyératriceCy telle quel [~ Fy, alorsl = £y Hy.

(I.2) Sil = +H etH, [~ +H, alors il existe une clausegératriceCy telle quety = + et
Hy = H.De plus, (£~ Fy.

. Prémisse principaleSoit N; le nceud déchec correspondaat/. Montrer que I'on peuécrire

Cn, sous la forme>”’ v £ A4}, de sorte quéiv) soit vrai.

. Prémisse auxiliaireMontrer qu’il existe alors @cessairement une clausengratriceCy telle
quety = +etHy = A} 0y,. En ceduire queCy s’écrit sous laform€ V+A; V...V £A,,
de sorte que les conditiofig, (ii), et(iii) soient \erifiees;

. Montrer que s{(T', C,,f.) est un arbre @coé pour un ensemble insatisfiable de clauSes
si Cyo vV C'o est une clause obtenue pasolution €mantique selon les lignes des questions
precedentes, et §iI”, C, 6,) est un arbre @col pourSU{Cio Vv C'c}, alorsu(T, Ce, 6s) (>

s (Gmul) mu)iex (T, Cy, 6,). Autrement dit, I'arbre @coe decrdt dans la mesurg donrée
dans le cours.

On rappelle quey(T, Ce,0s) = (|T], u~ (T, Ce, b)), 0U la taille |T'| est le nombre de nceuds
dans l'arbrel’, = (T, C,, 6.) est le multi-ensemble des (Cn,0y), N parcourant les nceuds
d’échec ddl’, et 1 (C, 0) est le multi-ensemble contenant autant de fois I'entig’il y a
de litteraux+ A’ deCyy tels queA’dy = AY.

. En cbduire que la&solution #mantique est comgle.

. Montrer que la&solution €mantique et laésolution ordonée avec 8lection ont un cas par-
ticulier en commun : pour laésolution #mantique, prendré(, I'interprétation de Herbrand
vide (qui rend tous les atomes faux&fihir les algorithmesi* et A~ explicitement ici) ; pour
la résolution ordonae avec slection, @finir explicitement la fonction deggection correspon-
dante.

. SoitS = Sy U S; un ensemble de clauses du premier ordre tel que I'on saifSg st satis-
fiable (par exemple, un ensemble de claugesidant I'arithnétique, ou I'analyse). En utilisant
la compEtude de la&solution €mantique avec comme integpationd, n'importe quelle in-
terpétation telle qué{, = Sy, montrer que laggle de esolution ordonée :

CiV+A V...VEA, C'VFA
CioVvCo
ou + désigne un signef ou —, et F désigne le signe oppéset ai les conditions suivantes
sont \erifiees :
(") n>1;
(i) o =mgu {4; = A{[1 <j <n};
(iiy Ai,..., A, sontmaximaux dan§y VvV +A4;V...V+A,etC;V+A; V...V 1A, nest
pas danss ;

lue de sortex ce que la conclusiofi;o vV C’o soit ajougea S, est compite. (Intuitivement,
ceci exprime que I'on n’a pas besoin dgesoudre deux clauses 8g ensemble, ceci ne pouvant
menera une contradiction; mais ce n’est bidir pas un argument formel.) On notera dfie
ne bouge pas, sel§} recoit de nouvelles clauses.

. La résolution #mantique est-elle toujours corapt lorsqu’orélimine les tautologies au cours
de la recherche de preuve ?

. La résolution #mantique est-elle toujours corgfd lorsqu’orélimine les clauses lgairement
subsunrges au cours de la recherche de preuve ?




