École polytechnique Majeure informatique Promotion 2004

Cours « Conception et analyse d’algorithmes » TD no 1 – Algorithmes glouton et matroïdes

17 janvier 2006

1. Des limites de la gloutonnerie

Cet exercice a pour but de montrer que de nombreux problèmes ne sont pas résolubles par un algorithme glouton. Considérons par exemple celui dit du sac à dos. On doit emporter en voyage un certain nombre d’objets parmi n, l’objet i a un poids p_i et un intérêt a_i. On est limité par le poids total P des objets à emporter et on cherche donc un sous-ensemble d’objets dont la somme des intérêts est maximale parmi ceux dont la somme des poids est inférieure ou égale à P

i) On applique l’algorithme consistant à classer les objets par intérêt décroissant et à considérer les objets itérativement dans cette liste ; on emporte ceux dont le poids ne fait pas dépasser le poids total P acceptable. Montrer en donnant un exemple que cet algorithme ne donne pas toujours l’optimum.

ii) On applique ensuite l’algorithme consistant à classer les objets par poids croissant et à procéder ensuite comme pour l’algorithme précédent. Donner un nouvel exemple montrant que cet algorithme ne donne pas l’optimum.

iii) On applique enfin l’algorithme consistant à classer les objets suivant le rapport (intérêt/ poids) et à poursuivre comme plus haut. Montrer à nouveau que cet algorithme ne donne pas l’optimum.

2. Processeur séquentiel

On considère un ensemble de tâches T_i, 1 ≤ i ≤ n, ayant toutes une durée unitaire. Pour chaque tâche sont fixés un délai d_i et une pénalité p_i qui est à acquitter quand la tâche n’est pas remplie avant le temps d_i. On veut trouver un ordre d’exécution des tâches sur une machine unique qui minimise la somme des pénalités. Soit F la famille des sous-ensembles F de {T_1, .., T_n} telle que F ∈ F ssi les tâches de F peuvent être toutes réalisées à temps, on appellera ces ensembles réalisables. Montrer que F est une famille d’ensembles formant un matroïde. (On pourra chercher, étant donnés deux ensembles réalisables X et Y , chacun ordonné par délai croissant, et tels que |X| < |Y |, quel élément de Y on peut ajouter à X tout en conservant la réalisabilité.)

On conclura donc qu’il suffit de classer les tâches par ordre de pénalité décroissante pour obtenir la réalisation optimale.

3. Intersection de deux matroïdes

Montrer pour un ensemble E à deux éléments, toutes les familles closes par inclusion sont des matroïdes.

Qu’en est-il si E a 3 éléments ?

Montrer sur un exemple que l’intersection de deux matroïdes n’est pas un matroïde.

4. Calculer dans un matroïde

On se donne un matroïde par un ensemble fini E et un algorithme qui détermine si un sous-ensemble de E est indépendant en temps polynomial en la taille du sousensemble.

i) Le rang d’un sous-ensemble de X de E est le cardinal maximum d’un sous ensemble de X qui est indépendant. Donner un algorithme qui calcule le rang d’un sous-ensemble X en temps polynomial en la taille de X,

ii) Une base dans un matroïde est un ensemble indépendant de taille maximale. Donner un algorithme qui construit une base contenant un ensemble indépendant X, en temps polynomial en la taille de E.

5. Un problème d’ordonnancement

De nombreux problèmes rencontrés dans l’affectation de tâches sur un processeur s’apparentent à ceux concernant l’organisation du travail dans les ateliers. En voici un exemple : on suppose que l’on doit réaliser des taches T_1, T_2, . . . , T_n sur une seule machine. Chaque tâche T_i a une durée p_i et une priorité a_i. Une réalisation de ces tâches est donnéee par une permutation T_{i1} , T_{i2} , . . . , T_{in} de celles-ci, représentant l’ordre dans lequel elles sont effectuées sur la machine. La date de fin F_i d’une tâche T_i est donnée par la somme des durées des tâches qui la précèdent dans la permutation augmentée de sa durée propre p_i. On mesure la pénalité d’une réalisation par la quantité

∑_n

i=1 a_iF_i qui devra être rendue minimum, ainsi les tâches de priorités plus grandes devraient être réalisées avant celles de priorités plus petites.

i) On suppose qu’il y a 4 tâches ayant pour durées 3, 5, 7, 4, et de priorités 6, 11, 9, 5. Laquelle de ces deux réalisations est-elle la meilleure : T_1, T_4, T_2, T_3 ou T_4, T_1, T_3, T_2 ?

ii) Soient deux tâches T_i et T_j qui se suivent dans une réalisation et telles que

a_i p_i < a_j p_j

laquelle de ces deux tâches doit on mettre avant l’autre pour minimiser la pénalité ?

ii) En déduire un algorithme glouton permettant d’obtenir la réalisation de plus faible pénalité.