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Optimisation Combinatoire

Soit £ un ensembl€ini
Une valuatiorw des éléments dg&, v: EF — RT
Une famille de parties de &

Probleme: Trouverf' € F tel que

> o(f)

soit maximal.
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Remarques

1. Le nombre d’éléments d&- est le plus souvent une fonction exponentiellerde

2. Verifier si ' € F prend un nombre d’'opérations de I'ordre de| (nombre
d’éléments d&"), ou bien est polynomial enr’|.

3. Le plus souvent la familleF est close par passage aux sous-ensembles :

FeF, GCF = GeF
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1. Sac a dos: On a des objet$, 2. 3, . ..

Exemples

3 TV de pOid$1,p2,p3, s

. D, €t 0N veut en

mettre dans un sac de facon telle que le poids du sac soit inferieur ou Bgdl a
s'agit de trouver le poids maximum que I'on peut mettre dans le sac.

= pi < P}, et Vi, 1<i<n v(i)=p

F ={F|p(F

1€l

2. Formation d’une liste de candidat©n se propose de constituer une liste de

personnes aussi large que possible a prendre parmy, . . .,
compte d’'incompabilités correspondant a des couples qui refusent energiquer

de se retrouver ensemble sur la liste.
F ={FNz,yeF, (v,y) ¢ U}, etVe v(z)=1

Tn, €N tenant

nent

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1



Exemples (suite).

e Construire un réseau de fiabilité maximur@n a un certain nombre de points a
relier par un réseau et chaque liaison entre deux points a une certaine fiabilite| I
s’agit de trouver I'ensemble des liens a retenir de facon telle que tous les points
soient reliés entre eux, qu’il n’y ait pas de circuit et que la somme des fiabilités

soit maximale.
e OrdonnancemenOn a des taches a réaliser sur des machines et il s’agit de

determiner pour chaque machine les taches qui doivent y étre accomplies et leur
ordre de fagon a maximiser une certaine fonction.
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Enoncé de l'algorithme glouton

1. Classer les elements depar valuations décroissantes :

2. PoserF = ()

3. Pouri = 1jusqu'an faire Si F'U {e;} € F Alors F' := F U {e;}
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Ne marche pas toujours !!!
Liste sans incompatibilite Exemple :
L'idée est de choisir les personnes par ordre du nombre d’'incompatibilités croiss:

On n’obtient que deux personnes, alors qu’on peut faire 3.
3
.
.\\
7 2

Graphe des incompatibilités

Antes
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Un probleme simple

e Donnée :Demandeqdey, e, . . . e, } d'affectation d'une ressource

e Pour chaque demande :
La date de début(e;) et la date de firf'(¢;)

e On cherche un sous ensembleyui satisfait :

Loeie; € = Jd(e), f(e)] 0 d(e;), fle;)] =0
2. |F| maximum
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Algorithme glouton

e Classer leg; par dates de fins croissantes

o ' = {ei}
e Pour: = 2,3,...,nfaire
o Si e; n'intersecte pas le dernier élément@d&\lors

° F = F U {¢&}
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Preuve de validité

e F' donne par I'algorithme glouton
e (G maximum

e Le premier élémenj de G qui n’est pas dans’ peut étre remplacé par un élément
f de F qui n’est pas dan&

eontrouve ' = G — {g} + {f}

e telque: |G'| =G|, |FF NG| > |[F NG
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Graphes

Définition Un grapheG = (X, F) est donné par un ensembtede sommets et un
ensembler d’arétes. Chaque aréte est une paire de sommets.

Chemin, cycleUn cheminest une suite d'arétes telles que deux consecutives ont L
sommet en commun

€1 — {xlaxQ}a € — {55271'3}, e Ep = {xpvxp—l—l}

C’estun cycle sicy = z,, 11
Graphe connexePour tout couple de sommets il y a un chemin qui les joint.

Arbre: C’est un graphe connexe sans cycle.
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Arbres

Les propriétés suivantes sont equivalentes pour un graphesagantmets :

1. G est connexe et en supprimant une aréte il ne I'est plus
2. G est sans cycle et en ajoutant une aréte on en crée

3. G est connexe et possede- 1 arétes

4. (; est sans cycle et possede- 1 arétes

5. Entre deux sommets dé il existe un unique chemin
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Un arbre a 10 sommets et donc 9 arétes
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Arbres recouvrants d’'un graphe G = (X, E)
Définition Un arbre qui a pour ensemble de sommEgtst dont les arétes
appartiennent & .

Notations
o = (X,FE)

e n nombre de sommetsn nombre d’aréteg X, T') arbre recouvrant

Propriétés

1.|T| = n — 1

2. Chaque aréte qui n'est pas dan$ crée un cycle’, unique.

3. Le nombre de ces cycles eat— n + 1, on I'appelle le nombre cyclomatique

4. Tout cycle du graphe s’ecrit comme une différence symetriquédes
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7 8

Un graphe et un arbre recouvrant
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Arbre recouvrant de fiabilité maximum

On se donne un graphe ou chaque at&eaine fiabilitép(e), on cherche I'arbre
recouvrant dont la somme des fiabilités des arétes est maximum

Probleme d’optimisation combinatoire avec

F est la famille des partie d& qui ne contiennent pas de cycle
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1. Classer les elements depar fiabilités decroissantes :

2. PoserT = ()

Algorithme de Kruskal

pler) = plez)... > plen)

3. Pouri = 1jusqu’an faire Si 7'U {e;} n'a pas de cycle Alorsl” := T U {e;}
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




26

Exemple d’exécution de Kruskal
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Exemple d’exécution de Kruskal
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Preuve de validité de Kruskal

Lemme

SoientT’ etU deux arbres recouvrants dg& soita € U, a ¢ T alors il existeh € T

tel queU — a + b soit un arbre recouvrant.

De plusb peut étre choisi dans le cycle formeé par des arétes ..
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Preuve (suite et fin)

e Soit7" I'arbre obtenu par 'algo gloutofy le maximal
e Jda € U, a ¢ T soitb donné par le lemme

e p(b) > p(a) car le choix dé est glouton

e p(b) = p(a) carU maximal

o U'=U + a — bestplus proche dé.
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Caractéerisation de I'algorithme glouton

L’algorithme glouton donne une solution optimale quelle que soit la fonction de

fiabilité si et seulement si la famillé vérifie la propriété suivante

Si F' et G sont deux ensembles detels queG a plus d’éléments qug, alors il
existe un élément de G qui n’est pas dang’ et tel queF’ U {x} € F.
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Preuve

glouton optimal pour toutes les valuations- F satisfait la condition

e SoientF' et donnés tels qug~| > |F|, on construit par:

e Onposep = |F N G
1.Sie¢ F UG wv(e)=0
2.Siec ' w(e) =2q+2
3.Siee G\ F wv(e)=2¢+1

,q=1|F|] —p
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L’algorithme glouton donne comme résulfdtcontenantt’ et peut étre d’autres
éléments :

o v(F) = (p+q)(2q+2) =2pq + 2¢*> + 2p + 2q
o v(G) > p(2q+2) + (¢ +1)(2¢ + 1) = 2pq + 2¢° +2p + 3¢ + 1

Commeu(G) > v(F) il y a d’autres éléements darfs, un quelconque de ces
élements est le cherche
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Réciproque

On suppose que la condition est vérifiee, on montre que glouton donne I'optimun

e Soit /' obtenu par I'algo gloutodr appartenant & on montre que(F') > v(G)
par récurrence syr= |G \ F|.

e Sip = 0 alors trivial

e Jdz € F'\ G sinon glouton construifr

e Soitx le premierz € F'\ G choisi par glouton

e yc G\ F = v(y) <wv(x)sinony retenu par gloutan

e SoitF' = (FFNG) + {z} on ajoute des éléments déa F’ pour obtenir un
ensemble&r’ tel que|G'| = |G|

e ONG' =G —y+xetv(G) <v(G) <o(F)
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Matroides

La famille F de sous-ensembles dé forme un matroide si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

1. La famille F n’est pas vide
2.51 'e FetG C FalorsG € F
3.Si F\G € Fet|G| > |F|alorsdz € G,z ¢ F telque FU{z} ¢ F

Les éléments deF sont appelés lesnsembles indépendarts matroide.
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Résultat principal

L’algorithme glouton donne une solution optimale quelle que soit la fonction de
fiabilité si et seulement si la famillé est un matroide
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Exemples de matroides

e Ensemble de vecteurs libres d’'un espace vectoriel
e Arcs sans origine commune dans un graphe orienté
e Ensemble de représentants distincts

e Ensemble d’arétes sans origine commune dans un graphe biparti
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Bases d’'un matroide

Une base est un ensemble indépendant maximal. Deux bases ont le méme nom

d’éléments
La famille B des bases est caractérisée par:

Si BB e Betr € B\ Balorsdy € B, y ¢ B’ telque B'U {y} \ {z} € F

ore
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Rang dans un matroide

Le rangp(U) d'un sous-ensemblE de F est le nombre d’éléments du
sous-ensembl&” indépendant maximal inclus dahs

La fonction rang5 des bases est caractérisee par:

VW= pV)<pW)<|W|

p(V)+pW)Zp(VAW)+p(VUW)
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Jeu de Shannon

e Un graphe et deux sommaeisetv

e Le joueur A doit relier, etv par des arétes vertes

e Le joueur B coupe des arétes en les coloriant en rouge

e Chaque joueur colorie une aréte a son tour

e B commence
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AVARNVAN

1 1

Contraction de l'aréte 2,7
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Stratéegie

A est gagnant si et seulement si il existe deux arbres sans aréte commune qui
contiennent; etv

Reglel

Lorsque B joue dans un des arbres il coupe celui-ci en deux.

A doit jouer une aréte de l'autre arbre qui relie les composantes ainsi formées
Regle2

e Contracter les arétes jouées par A

e Supprimer les arétes jouées par B

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




43

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




44

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




45

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




46

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




47

o o

6
\/.M 2
s @

1

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




48

.5

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




49

o o

6
\/‘Mz
s @

1

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




50

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




51

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




52

3
O 5
3,7 5,7
6
1,6
’ 2,74
1,2
14
1

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




53

Robert Cori, Analyse et Conception Algorithmes 1




54

4

3

o o
42

e

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




55

4

3

. ®:
7/»2

e

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




56

4

3

. ®:
/wz

e

Robert Cori,

Analyse et Conception Algorithmes 1




