VI. Un lemme d’échantillonnage.

Dans cette partie, on se fixe un langétyde P /poly.

NotonsS=" 'ensemble des mots de longueuqui sont danss.

Disons qu'un sous-ensembled’'un ensemble? estgrand si et seulement siI’| > |E|/2.
Le lemme déchantillonnage vanoncer qu'il existe une machine de Turing, probabiliste, en
temps polynomial em et avec un oracle&tidant SAT, qui retourne un ensemblede S=" tel
gue pour tout grand sous-ensemblde S=", S’ intersectel” avec forte probabilé. C’est ce que
nous allons @montrer dans cette partie; la question 8 en dorer®heé precis.

Notons queM doit calculer en temps polynomial en on lui fournira donc en enge le
nombren lui-mé&me,écriten unaire La machineM prendra aussi en argument un ciratjjtde
taille polynomiale em décidant de I'appartenanéeS=". (L'existence de&, est garantie par le
fait queS € P/poly.)

1. Montrer que la famille des fonctions de hachagédiresh de {0, 1}™ vers{0,1}™ est
2-universelleau sens , pour tousy, 3 € {0,1}™, pour tousr, y € {0, 1}™ avecz # y,
Pr[h(z) = a A h(y) = 8] = 1/2*™. (Les probabilies sont prises sur I'espace des
fonctionsh, tirées unifornement.)

2. Fixonsn € N. Si|S="| < n? montrer comment trouver un ensemblequi intersecte
tout grand sous-ensemblede S=". Indication: prendreS’ = S=" lui-méme, et montrer
que I'on peuténuneérer lesélements deS’ en tempsO(n?**) pour une certaine constant
k > 0, en appelant I'oracle SAT, sur une formule constrait&aide du circuitC,,. Pensez
a l'auto-eductibilitt de SAT.

3. Raffiner la question predente, et montrer que I'on pelgader si|S="| < n?, et si c'est
le cas,enunerer tous seéléements, en temps polynomial en faisant agpeh oracle SAT
et au circuitC,,.

4. On suppose maintenait="| > n?, n étant fixe. Commd.S="| > n?, il existe un unique
entierk, tel que2t~—! < |S="| < 2k avec2log,n < k. < n. En utilisant le lemme de
codage de Sipser, montrer que I'on peut estilewec forte probabilé. Plus peciement,
montrer que I'on peut calculer en temps polynomial gempour un poly@me fixe), avec
un oracle SAT et en utilisant le circudt,, un entierk, avec2log,n < kg < n et tel que
ko — 1 < k. < ko + log, n + 2 avec probabili& au moinsl — 1/2%".

5. SoitU = 4n2*, ol k, est I'entier troue a la question @aedente. Observer qu’avec forte
probabilié, &~ < |S="| < U. Pour toute fonction de hachagedaireh de {0,1}" vers
{0, 1}rot2lee2ntl " sojt C'(h) le nombre de ses paires en collision d&ing, c'esta-dire le
nombre de paireéz, y} d’éléments distinctsy( # y) de S=" telles queh(z) = h(y). En
utilisant le fait que la famille des fonctions de hachagéadine est 2-universelle, montrer
quePr[C(h) > |S="|/8] < 8/n. (Pensea l'inégalié de Markov.)

6. Disons qu’'un pointe € {0, 1}*+2le2n+1l est uneimage uniquepar la fonctionh si et
seulement s'’il existe un uniquec S=" tel queh(x) = «. (Attention: ne pas oublie que
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doit étre dansS=".) Montrer que, sC(h) < |S="|/8, alors pour tout grand sous-ensemble
T deS=" (|T| > |S="|/2), au moing S="|/4 desélementsr deT" sont tels qué:(z) est
une image unique par.

7. On ckfinit la pro&@dure déchantillonnage suivante. On tire au hasardfonctions de
hachage liairesh,, ..., hs,. Pouri variant del a5n, on calcule un point; € {0,1}" U
{1} comme suit.

(@) On tire au hasard un poiate {0, 1}*o+2losan+1,

(b) on teste siv est une image unique péaf, et si oui, on pose; I'unique x dansS="
tel queh;(z) = «;

(c) sinon, on reboucla I'étapel.

Si aucun des: tirés ci-dessus emn? tours n'est une image unique, poser= L (in-
formellement, le calcul de; échoue). On pos&’ 'ensemble des;, 1 < i < 5n, qui sont
différents del.

Indiquer commentéaliser [eétape 2 dans la boucle ci-dessu&ide de 'oracle SAT et du
circuitC,,.

8. SoitT un grand sous-ensemble quelconqué&de. Montrer qu’avec probabiltres forte,
I'ensembleS’ calcuk a la question @aédente intersecté€. On observera que " <
5= (Le rapport des deux vaut"'*s2-15" —= ¢~0-113-n_On notera aussi queg2 =

0.694..., etlog(3/4) = —0.288...) Plus pEci®ment, montrer que, pourassez grand,

avec probabil& au moinsl — 1/2%", les5n €lements ties au hasard sont tous @ifents

de L, et qu'alors I'ensemblé&’ de ces (au plus)n élements intersecté avec probabilié

(conditionnelle) au moing — 1/2%".

Nous appellera ceci lemme déchantillonnagell est valable és queS=" a des circuits
C,, de taille polynomiale em pour toutn, lorsquen est assez grand g8="| > n?. Alors

S’ est calcud en temps polynomial (randorg)ssur une machine de Turing avec oracle
SAT sur I'entée fornee den écrit en unaire et du circud,,.

VII. Le th éoréme de Cai:S; € ZPPNF

Informellement, la classe diternance syretrique S, est la classe des langagesjue I'on
peut cecider en mettant en cor@fition deux prouveury” et Z, qui sur I'entée x de taillen
fournissent une “preuve” chacup,pourY et z pour Z, toutes les deux de taille polynomiale
p(n). Y cherchea montrer quer € L, etZ cherchea prouver quer ¢ L. Lid ée est qud. est
dansS}, si et seulement si:

e siz € L, alors il existe une preuvg deY (dex € L) qui est plus convaincante que
n’'importe quelle “preuve’ de Z (dex & L);

e siz ¢ L, alors il existe une preuve de Z (dex ¢ L) qui est plus convaincante que
n’'importe quelle “preuve’; deY (dex € L).
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Formellement/ est dans$} si et seulement s’il existe un langafec P tel que, pour toute
entéex de taillen,

e sixz € L alors il existey de taillep(n) tel que pour tout de taillep(n), (z,vy, z) € D;
e siz ¢ L alors il existez de taillep(n) tel que pour touy de taillep(n), (x,y, z) & D;

ou p(n) est un polydme fixé.
Noter que ceci n’est pas une classe randémis
Le theome de CaiS, C ZPPNP, fait I'objet de ce devoir.

1. On se donne un langadede S%, défini comme ci-dessus, et I'on fixe une &g €
{0,1}". Pour tout ensembl&, d’'au plusk “preuves’y deY, notonsZ(Y}) 'ensemble
des “preuves’ de Z qui battenttous lesy deY;:

Z(Y) = {ze€{0, 1Y’ |\Vy eV, (z,y,2) & D}

On notera que, dans la suite,sera, avec &s forte probabil&, borré par un polydme
fixé enn: on peut pensed I'expressiornvy € Y; commea une conjonction d’'un nombre
polynomial de tests d’appartenarc®.

Pour touty’ € {0,1}?™, disons quey’ estmauvais(pour Z(Y})) s'il bat moins de la
moitié deZ(Y;), c'esta-dire si le nombre des € {0, 1}?™ tels que(z,y’,2) € D est
strictement inérieura |Z(Y})|/2. (Noter que les notions d’up qui bat un ensemble de
et d'unz qui bat un ensemble desont proches, mais distinctes.)

Pour tout mauvaig’, considcrons I'ensemble
Ty = Z(Veu{y'})

En utilisant le lemme d@chantillonnage, montrer que|£i(Y;)| > p(n)?, on peut calculer,
en temps polynomial sur une machine rand@e#soracle SAT, un ensembl& d’au plus

5p(n) élements deZ (Y}) qui intersectél’,, avec forte probabilé pour tout mauvaig’ (et

ce pourn assez grand).

2. Ayant calcuk un ensembleZ’ a au plussp(n) élements de{0, 1}*™, montrer comment
calculer en temps polynomial avec oracle SAT@lamenty* de {0, 117 qui bat tous les
elements deZ’. Lalgorithme peutechouera trouver un tekElement, mais uniquement si
x ¢ L.

3. Supposons qué(Y;) > p(n)?, et que I'on ait calcid un ensemble&’ comme spcifiea la
guestion 1, et trouny* qui bat tous le€lements d&’ comme demarga la question 2.
Montrer que|Z (Yii1)| < |Z(Yx)|/2, 00 Yi1 = Y, U {y*}.

4. En ceduire un algorithme quiétide six € L de fagorexacteen tempsnoyernpolynomial
probabiliste avec oracle SAT. Autrement dite ZPPNY .

Indication: posel, = (), et iterer la construction de la suii@ comme sug@ré plus haut.



