
VI. Un lemme d’échantillonnage.

Dans cette partie, on se fixe un langageS deP/poly.
NotonsS=n l’ensemble des mots de longueurn qui sont dansS.
Disons qu’un sous-ensembleT d’un ensembleE estgrand si et seulement si|T | > |E|/2.

Le lemme d’́echantillonnage váenoncer qu’il existe une machine de TuringM, probabiliste, en
temps polynomial enn et avec un oracle d́ecidant SAT, qui retourne un ensembleS ′ deS=n tel
que pour tout grand sous-ensembleT deS=n, S ′ intersecteT avec forte probabilit́e. C’est ce que
nous allons d́emontrer dans cette partie; la question 8 en donne l’énonće pŕecis.

Notons queM doit calculer en temps polynomial enn: on lui fournira donc en entrée le
nombren lui-même,écrit en unaire. La machineM prendra aussi en argument un circuitCn de
taille polynomiale enn décidant de l’appartenanceà S=n. (L’existence deCn est garantie par le
fait queS ∈ P/poly.)

1. Montrer que la famille des fonctions de hachage linéairesh de{0, 1}m vers{0, 1}m′

est
2-universelle, au sens òu, pour tousα, β ∈ {0, 1}m′

, pour tousx, y ∈ {0, 1}m avecx 6= y,
Pr[h(x) = α ∧ h(y) = β] = 1/22m′

. (Les probabilit́es sont prises sur l’espace des
fonctionsh, tirées uniforḿement.)

2. Fixonsn ∈ N. Si |S=n| ≤ n2, montrer comment trouver un ensembleS ′ qui intersecte
tout grand sous-ensembleT deS=n. Indication: prendreS ′ = S=n lui-même, et montrer
que l’on peuténuḿerer leséléments deS ′ en tempsO(n2+k) pour une certaine constant
k ≥ 0, en appelant l’oracle SAT, sur une formule construiteà l’aide du circuitCn. Pensez
à l’auto-ŕeductibilit́e de SAT.

3. Raffiner la question préćedente, et montrer que l’on peut décider si|S=n| ≤ n2, et si c’est
le cas,́enuḿerer tous seśeléments, en temps polynomial en faisant appelà un oracle SAT
et au circuitCn.

4. On suppose maintenant|S=n| > n2, n étant fix́e. Comme|S=n| > n2, il existe un unique
entierke tel que2ke−1 < |S=n| ≤ 2ke , avec2 log2 n < ke ≤ n. En utilisant le lemme de
codage de Sipser, montrer que l’on peut estimerke avec forte probabilit́e. Plus pŕeciśement,
montrer que l’on peut calculer en temps polynomial (enn, pour un polyn̂ome fix́e), avec
un oracle SAT et en utilisant le circuitCn, un entierk0 avec2 log2 n < k0 ≤ n et tel que
k0 − 1 ≤ ke ≤ k0 + log2 n + 2 avec probabilit́e au moins1 − 1/23n.

5. SoitU = 4n2k0 , où k0 est l’entier trouv́e à la question pŕećedente. Observer qu’avec forte
probabilit́e, U

16n
< |S=n| ≤ U . Pour toute fonction de hachage linéaireh de{0, 1}n vers

{0, 1}k0+2 log
2

n+1, soitC(h) le nombre de ses paires en collision dansS=n, c’est-̀a-dire le
nombre de paires{x, y} d’éléments distincts (x 6= y) deS=n telles queh(x) = h(y). En
utilisant le fait que la famille des fonctions de hachage linéaire est 2-universelle, montrer
quePr[C(h) ≥ |S=n|/8] ≤ 8/n. (Penser̀a l’inégalit́e de Markov.)

6. Disons qu’un pointα ∈ {0, 1}k0+2 log2 n+1 est uneimage uniquepar la fonctionh si et
seulement s’il existe un uniquex ∈ S=n tel queh(x) = α. (Attention: ne pas oublie quex
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doit être dansS=n.) Montrer que, siC(h) ≤ |S=n|/8, alors pour tout grand sous-ensemble
T deS=n (|T | > |S=n|/2), au moins|S=n|/4 desélémentsx deT sont tels queh(x) est
une image unique parh.

7. On d́efinit la proćedure d’́echantillonnage suivante. On tire au hasard5n fonctions de
hachage lińeairesh1, . . . ,h5n. Pouri variant de1 à5n, on calcule un pointxi ∈ {0, 1}n ∪
{⊥} comme suit.

(a) On tire au hasard un pointα ∈ {0, 1}k0+2 log
2

n+1;

(b) on teste siα est une image unique parhi, et si oui, on posexi l’unique x dansS=n

tel quehi(x) = α;

(c) sinon, on rebouclèa l’étape1.

Si aucun desα tirés ci-dessus en12n3 tours n’est une image unique, poserxi = ⊥ (in-
formellement, le calcul dexi échoue). On poseS ′ l’ensemble desxi, 1 ≤ i ≤ 5n, qui sont
diff érents de⊥.

Indiquer comment ŕealiser l’́etape 2 dans la boucle ci-dessusà l’aide de l’oracle SAT et du
circuit Cn.

8. SoitT un grand sous-ensemble quelconque deS=n. Montrer qu’avec probabilité tr̀es forte,
l’ensembleS ′ calcuĺe à la question pŕećedente intersecteT . On observera quee−1.5n ≪
1

22n
. (Le rapport des deux vaute2n log 2−1.5n = e−0.113...n. On notera aussi quelog 2 =

0.694 . . ., et log(3/4) = −0.288 . . .) Plus pŕeciśement, montrer que, pourn assez grand,
avec probabilit́e au moins1 − 1/22n, les5n éléments tiŕes au hasard sont tous différents
de⊥, et qu’alors l’ensembleS ′ de ces (au plus)5n éléments intersecteT avec probabilit́e
(conditionnelle) au moins1 − 1/22n.

Nous appellera ceci lelemme d’́echantillonnage. Il est valable d̀es queS=n a des circuits
Cn de taille polynomiale enn pour toutn, lorsquen est assez grand et|S=n| > n2. Alors
S ′ est calcuĺe en temps polynomial (randomisé) sur une machine de Turing avec oracle
SAT sur l’entŕee forḿee den écrit en unaire et du circuitCn.

VII. Le th éorème de Cai:Sp
2 ⊆ ZPPNP

Informellement, la classe d’alternance syḿetriqueS
p
2 est la classe des langagesL que l’on

peut d́ecider en mettant en compétition deux prouveursY et Z, qui sur l’entŕeex de taillen
fournissent une “preuve” chacun,y pour Y et z pour Z, toutes les deux de taille polynomiale
p(n). Y cherchèa montrer quex ∈ L, etZ cherchèa prouver quex 6∈ L. L’id ée est queL est
dansSp

2 si et seulement si:

• si x ∈ L, alors il existe une preuvey de Y (de x ∈ L) qui est plus convaincante que
n’importe quelle “preuve”z deZ (dex 6∈ L);

• si x 6∈ L, alors il existe une preuvez de Z (de x 6∈ L) qui est plus convaincante que
n’importe quelle “preuve”y deY (dex ∈ L).
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Formellement,L est dansSp
2 si et seulement s’il existe un langageD ∈ P tel que, pour toute

entŕeex de taillen,

• si x ∈ L alors il existey de taillep(n) tel que pour toutz de taillep(n), (x, y, z) ∈ D;

• si x 6∈ L alors il existez de taillep(n) tel que pour touty de taillep(n), (x, y, z) 6∈ D;

où p(n) est un polyn̂ome fix́e.
Noter que ceci n’est pas une classe randomisée.
Le théor̀eme de Cai,Sp

2 ⊆ ZPPNP, fait l’objet de ce devoir.

1. On se donne un langageL de S
p
2, défini comme ci-dessus, et l’on fixe une entréex ∈

{0, 1}n. Pour tout ensembleYk d’au plusk “preuves”y deY , notonsZ(Yk) l’ensemble
des “preuves”z deZ qui battenttous lesy deYk:

Z(Yk) = {z ∈ {0, 1}p(n)|∀y ∈ Yk · (x, y, z) 6∈ D}

On notera que, dans la suite,k sera, avec tr̀es forte probabilit́e, borńe par un polyn̂ome
fixé enn: on peut penser̀a l’expression∀y ∈ Yj commeà une conjonction d’un nombre
polynomial de tests d’appartenanceàD.

Pour touty′ ∈ {0, 1}p(n), disons quey′ est mauvais(pour Z(Yk)) s’il bat moins de la
moitié deZ(Yk), c’est-̀a-dire si le nombre desz ∈ {0, 1}p(n) tels que(x, y′, z) ∈ D est
strictement inf́erieurà |Z(Yk)|/2. (Noter que les notions d’uny qui bat un ensemble dez
et d’unz qui bat un ensemble dey sont proches, mais distinctes.)

Pour tout mauvaisy′, consid́erons l’ensemble

Ty′ = Z(Yk ∪ {y′})

En utilisant le lemme d’́echantillonnage, montrer que si|Z(Yk)| > p(n)2, on peut calculer,
en temps polynomial sur une machine randomiséeà oracle SAT, un ensembleZ ′ d’au plus
5p(n) éléments deZ(Yk) qui intersecteTy′ avec forte probabilit́e pour tout mauvaisy′ (et
ce pourn assez grand).

2. Ayant calcuĺe un ensembleZ ′ à au plus5p(n) éléments de{0, 1}p(n), montrer comment
calculer en temps polynomial avec oracle SAT, unélémenty∗ de{0, 1}p(n) qui bat tous les
éléments deZ ′. L’algorithme peut́echouer̀a trouver un teĺelément, mais uniquement si
x 6∈ L.

3. Supposons queZ(Yk) > p(n)2, et que l’on ait calcuĺe un ensembleZ ′ comme sṕecifié à la
question 1, et trouv́e uny∗ qui bat tous leśeléments deZ ′ comme demand́eà la question 2.
Montrer que|Z(Yk+1)| ≤ |Z(Yk)|/2, où Yk+1 = Yk ∪ {y∗}.

4. En d́eduire un algorithme qui d́ecide six ∈ L de façonexacteen tempsmoyenpolynomial
probabiliste avec oracle SAT. Autrement dit,L ∈ ZPPNP.

Indication: poserY0 = ∅, et itérer la construction de la suiteYk comme sugǵeŕe plus haut.
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