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1

(3 pts)

(a) Donner une démonstration sans coupures en déduction naturelle de la
proposition ((A = A) = A) = A.

(b) Exprimer cette démonstration par un terme du A-calcul.

(c¢) Quel est le A-calcul le plus simple qui permet d’exprimer cette démonstra-
tion ?

2

(4 pts)

On se place en logique minimale dans le langage formé d’une constante c,
d’un symbole de fonction unaire f et d’'un symbole de prédicat unaire P. On
représente les démonstrations dans le All-calcul.

(a) Montrer qu'un terme bien typé et normal du All-calcul a la forme Type,
Iz : A B, Ax: Auou (z up ... up).

(b) Montrer qu’il n’y a pas de terme clos de type P(f(t)) dans le contexte
T:Type,c: T, f: T —-T,P:T— Type,x1:T,...;xn : T,y : P(1).

(c) Montrer que séquent P(t) - P(f(t)) n’est pas démontrable en déduction
naturelle intuitionniste.

(d) Montrer que le séquent = P(t) = P(f(t)) n’est pas démontrable en dé-
duction naturelle intuitionniste. Montrer que le séquent + Jz (P(x) =
P(f(x))) n’est pas démontrable en déduction naturelle intuitionniste.



3

(2 pts)
Soit m un terme du systéme T exprimant calculatoirement la multiplica-
tion, donner un terme du systéme T exprimant calculatoirement la fonction

factorielle.

4

(4 pts)

On considére une fonction © 7 qui & chaque terme ¢ du systéme T de type
nat — nat, associe un entier "t". On suppose qu’il existe un terme I du systéme
T tel que la forme normale de (I "t7 n) soit la forme normale de (¢ n).

a) Quel serait le type du terme I ?7

(a)
(b) Et celui du terme w = Az (S (I z z)) ?
)
)

(¢) Quel serait la forme normale de (I "u™ "u™) ?
(d) Donner un exemple de fonction calculable et totale de N x N dans N qui
n’est pas exprimable dans le systéme T
5%
(4 pts)

Soit ¢ un terme dans la théorie des types de Martin-Lof de type
Ve Jy (-~ =0)=z=S5(y))

(a) Quelle est la forme normale du terme (m; (¢ 5)) on 71 est la premiére
projection ?

(b) Quelle est la forme normale du terme (71 (¢ 0)) ?

6

(3 pts)
Donner un exemple de terme du A-calcul qui n’est pas typable dans le sys-
téme F.



