COURS 7

Algebre linéaire : de Gauss a Strassen

1. Introduction

Les problémes algorithmiques en algebre linéaire cachent des questions tres sub-
tiles. En général, les premiere questions que ’on se pose en rapport avec la manipula-
tion des matrices sont celles du calcul du produit matrice-matrice, éventuellement
du produit matrice-vecteur, du calcul de l'inverse, de la résolution de systemes,
etc ...

Les réponses a ces questions vont varier selon le type de matrices que 'on

considere. Une classification possible est la suivante.

— Les matrices quelconques, sans structure, pas particulierement creuses, sont
appellées matrices denses. Nous verrons que l'algorithmique de ces matrice
peut se ramener essentiellement au produit de matrices, dont la complexité
est une question extrémement délicate.

— Un grand nombre de probémes linéaires se formulent en termes de matrices
creuses, éventuellement définies sur de petits corps finis. Dans ce cas, ’algo-
rithmique dense est inadaptée; il est possible d’aller beaucoup plus loin en
utilisant des outils mieux adaptés, a base de récurrences linéaires.

— Enfin, on a déja rencontré (ou entendu parler de) familles de matrices struc-
turées, telles que les matrices de Sylvester pour le résultant (et le PGCD),
Vandermonde pour I'évaluation et I'interpolation, etc ... Les questions qui se
posent dans ce cadre sont principalement celles du produit matrice-vecteur,
ou de la résolution de systeme. Pour ces types de matrices clairement iden-
tifiés, on développe une algorithmique ad-hoc.

Schématiquement, I’algorithmique des matrices denses quelconques est la plus
lente (de complexité entre O(n?) et O(n?), en taille n); la complexité du calcul
avec les matrices creuses est de l'ordre de O(n?), et celle des matrices structurées
que 'on a déja rencontrées est en O(n), & des logs pres.

On va maintenant détailler ces résultats ; on ne reparlera désormais que des deux
premiers cas, les algorithmes pour matrices structurées ne rentrant pas vraiment
dans le cadre du cours présent.

Matrices denses. Dans le cas des matrices quelconques, les questions que ’on sera
amené a se poser, ou simplement évoquer, dans ce cours sont celles de la complexité :
— du produit,
— du calcul d’inverse,
— du calcul du polynéme caractéristique ou minimal d’une matrice,
— de la mise sous une forme “canonique” (Smith, Hermite, Frobenius, LUP,

)
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— de la résolution de systemes linéaires, ...

Comme pour de nombreuses questions déja rencontrées, on dispose pour ef-
fectuer ces opérations d’algorithmes “naifs” : pour les opérations ci-dessus, leur
complexité est cubique en la taille. Le résultat principal de ce cours est que 'on
peut faire mieux, et qu’il existe une constante w (dépendante a priori du corps de
base), qui contrdle la complexité quasiment toutes les opérations d’algebre linéaire.

Pour formaliser ce point, on associe a chacun des probléemes ci-dessus son ez-
posant. Dans le cas du produit, il est défini comme suit :

Chroduit(n) = colit minimal d’un algorithme pour le produit en taille n

et
M T
Wproduit = lnf{T | Cvproduit (ﬂ) S O(n )}

L’algorithme naif pour le produit est de complexité O(n?), donc Wproduit < 3. On
se doute bien que de l'autre coté, wproduit = 2 : il faut au moins n? opérations.

Ensuite, on peut définir de la méme maniere les exposants de tous
les autres problémes, de la forme Winverse; Wpolynéme caractéristique; Wdéterminant ,
Wdécomposition LUP, €tc ... On a alors le résultat suivant.

THEOREME 1. Les eiposants Wproduit, Winverse; Wpolynéme caractéristique
Wdéterminant , Wdécomposition LUP, SONt tous égaus, et inférieurs ¢ 2.38 ; on note w leur
valeur commune. L’exposant correspondant a la résolution de systémes linéaires est
inférieur ou égal a w.

Ce théoreme contient deux (familles de) résultats :

— des preuves d’équivalence entre problemes,

— des bornes supérieures sur leur complexité, c’est-a-dire des algorithmes.

Dans le présent chapitre, il est impossible de démontrer ce théoreme dans son
intégralité. On se contentera de prouver (et encore, sous des hypotheses simplifica-
trices), que le produit et I'inverse ont le méme exposant, et que celui-ci est inférieur
a log, 7 < 2.81.

Matrices creuses. Les questions que 'on se pose en algorithmique creuse sont
différentes. Ici, on considére une matrice de taille n, qui ne contient que s entrées
non nulles, avec s < n? (qui correspondrait & une matrice pleine). Remarquer
qu’alors, on sait effectuer le produit matrice-vecteur en O(s) opérations.

Il n’est pas vraiment naturel de se poser la question du produit ou du calcul
d’inverse pour les matrices creuses, le caractere creux n’étant pas vraiment stable
par produit ou inverse (autrement dit, les exposants précédemment introduits ne
sont pas les bons outils pour étudier les matrices creuses).

La question la plus fréquemment rencontrée dans ce cadre est celle de la
résolution de systéme. Nous verrons une version simplifiée d’un algorithme probabi-
liste dit & Wiedemann, qui repose essentiellement sur des produits matrice-vecteur,
et un calcul d’approximants de Padé.

THEOREME 2. Soit A une matrice n X n inversible, contenant s entrées non
nulles. On peut calculer une solution du systéme linéaire Az = y en O(ns)
opérations, par un algorithme probabiliste.

Le cas ou la matrice A n’est pas inversible demande davantage de travail, mais
on obtient au final le méme style de résultat.
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Applications. Les questions que l'on a évoquées ici sont trés fréquemment ren-
contrées en pratique, que ce soit dans la pratique du calcul formel ou du monde
réel.

— De nombreux algorithmes de résolution de systémes polynomiaux reposent
sur de l'algebre linéaire : les méthodes de calcul de base de Grébner peuvent
se ramener & de Ialgébre linéaire (principalement creuse) en tres grande taille
(milliers ou millions) ; d’autres approches demandent des produits et inverses
de matrices de taille plus modérée (de 'ordre de la dizaine), mais remplies de
polynémes de degrés potentiellement élevés (potentiellement des milliers).

— Les algorithmes de factorisation d’entiers les plus récents fonctionnent en
deux phases. Tout d’abord on effectue une collecte d’information qui peut
étre effectuée de maniére distribuée, et qui vise & fabriquer une (énorme)
matrice creuse et définie sur F5 ; ensuite, on cherche un vecteur dans le noyau
de cette matrice. Cette application a éfe un des moteurs de la recherche sur
les matrices creuses, dans la communauté du calcul formel.

D’autres algorithmes de cryptanalyse fonctionnent sur le méme schéma;
le logarithmes discret dans les corps finis est un exemple typique.

— Les algorithmes factorisation des polynémes dans un corps fini reposent sou-
vent sur des calculs d’algebre linéaire : c’est manifeste pour certains d’entre
eux (Berlekamp), et plus caché pour d’autres (I’algébre linéaire intervenant
pour accélérer des calculs de types “pas de bébé, pas de géant” ; nous y
reviendrons dans un chapitre ultérieur).

— Mentionnons enfin qu’'une large partie des ordinateurs du vrai monde passent
leurs cycles a faire des calculs d’algebre linéaire, que ce soit pour faire des
calculs d’optimisation combinatoire (programmation linéaire par l’algorithme
du simplexe), de la simulation numérique (méthode des éléments finis), ou
de la recherche de pages web (Google repose sur de la recherche d’un vecteur
propre d’'une gigantesque matrice creuse).

2. Matrices denses

L’objectif de cette section est modeste : on va dans un premier temps étudier
trois algorithmes de multiplication de matrices denses, en reportant a un cours
ultérieur une étude approfondie de cette question. Dans un second temps, on montre
comment réduire 'inversion & la multiplication, et réciproquement, de sorte que les
deux problémes ont essentiellement la méme complexité.

2.1. Multiplication.

Algorithme naif. Commengons par décrire Palgorithme “cubique” de multiplica-
tion. Etant données deux matrices A et B de taille n, leur produit s’écrit C' = AB
avec

n
Cin=Y_ Ai;Bjnx
=1

Le cout nécessaire pour obtenir une entrée de C' est donc de n multiplications et
n — 1 additions, de sorte que la complexité totale est en O(n?).
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Raffinement : deux fois moins de divisions. Un algorithme d & Winograd [2]
permet essentiellement de diviser par deux le nombre de multiplications. Il repose
sur l'identité suivante : pour tous ¢, j,5'k on a

(aij +bjr)(ai g +bjk) = aijbjk + aijby g + aijaij + bj by k.

Ainsi, on récupere deux contributions au terme Cj j au prix d’une seule multipli-
cation, a des termes correctifs pres.

L’idée est maintenant d’associer j et j' d’une maniére ou d’une autre (par
exemple en posant j° = n—j ; on suppose donc que n est pair), et de fairet = 1,...,n
et k =1,...,n. Le point-clé est qu’il y seulement O(n?) termes correctifs a; ja; j
et b b 1, car le premier ne dépend pas de k, et le second ne dépend pas de .
On peut donc tous les calculer pour O(n?) multiplications. Ensuite, la formule ci-
dessus permet de n’effectuer que n3/2 multiplications, au prix de O(n?) additions
supplémentaires.

Au total, le cout de la multiplication de ’algorithme de Winograd est de %n3 +
n? multiplications et %n?’ + 3n? — 2n additions (quand n est pair). Ainsi, on a
essentiellement transformé n?/2 multiplications en additions, ce qui est appréciable
(moralement, les multiplications sont toujours plus difficiles que les additions).

Algorithme de Strassen. L’algorithme de Strassen fut le premier algorithme & des-
cendre en-dessous de O(n?). Tout comme l'algorithme de Karatsuba pour les po-
lynoémes, celui-ci repose sur le gain d’une multiplication pour les matrices 2 x 2, qui
devient un gain dans ’exposant quand on ’applique récursivement.

Soient donc A et B des matrices de taille 2. L’algorithme naif demande d’effec-
tuer 8 multiplications. L’algorithme de Strassen revient a

— calculer des combinaisons linéaires des a; ; et des b; ;,
— effectuer 7 produits de ces combinaisons linéaires,

— recombiner les résultats pour obtenir le produit AB.

Explicitement, les formules & appliquer sont les suivantes. On commence par

calculer

@ = (A1 —A12)B2>

G2 (Aa1 — Az2)B1

q3 Ay o(By11 + Ba)

g = A11(Bi2+ Ba2)

qs (A1 + A22)(B2,2 — Bi,1)

6 = (A11+A21)(B11+ Big)

g7 = (A12+ A29)(Ba1+ Bapg)

On en déduit les entrées du produit AB de la maniére suivante :

Cii = i—@3—q¢+aqr
Cl,2 = 44— q

Con = @+qs

Cr2 = —@2—q+q5+4gs

Effectuons maintenant le pas récursif. Comme pour les polyndmes, on ne se
refuse pas le confort de supposer que les matrices ont une taille qui est une puissance
de 2; l'analyse s’étendrait facilement dans le cas général.
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Soient donc A et B des matrice de taille 2n, n étant lui-méme une puissance
de 2. On procede a une découpe en blocs de A et B :

A1 1 A1 2 Bl 1 Bl 2
A=| b : B=| b 20
|: A2,1 A2,2 B2,1 B2,2

Dans cette écriture, les A; ; et B; ; sont donc des matrices n x n.

Le point-clé est le suivant : les formules données ci-dessus pour le cas 2 x 2
s’appliquent toujours si les A; ; et B;; sont des matrices. Ainsi, elles permettent
de ramener le produit en taille 2n & 7 produits en taille n, plus un certain nombre
d’additions, disons Cn?, ot C est une constante (pour fabriquer les petites com-
binaisons linéaires avant de faire les produits, et récupérer ensuite les entrées de
AB).

En en déduit le résultat suivant :

THEOREME 3. Le produit AB peut se calculer en O(n'°2(7) ~ O(n?81)
opérations de k.

DEMONSTRATION. Le cotit T'(n) satisfait la récurrence
T(2n) < 7T(n) + Cn?.

La conclusion s’en déduit facilement ; la démonstration est la méme que celle de la
complexité de Karatsuba. O

11 est difficile de donner une intuition pour motiver les formules de Strassen (&
la différence de Karatsuba, qui repose de maniere cachée sur I’évaluation en des
valeurs entiéres). Voici ce que Strassen en dit :

First I had realized that an estimate tensor rank < 8 for two by two matrix multiplication would
give an asymptotically faster algorithm. Then I worked over Z/2Z (as far as I remember) to
simplify matters.

Autrement dit, il y a di y avoir recherche “a la main”. Quant a la mention du

tensor rank, elle est du ressort du prochain cours.

L’algorithme de Winograd mentionné plus haut effectue lui aussi le produit de
matrices 2 X 2 en 7 opérations. Par contre, on ne peut pas l'utiliser de maniere
récursive comme celui de Strassen : la formule qui sous-tend Winograd repose sur
le fait que ab = ba, si a et b sont des scalaires (des éléments du corps de base).
Lors des appels récursifs, les objets a multiplier sont eux-mémes des matrices, pour
lesquels la loi de commutation n’est plus vérifiée. On dit donc que 'algorithme de
Winograd est un algorithme non-commutatif.

Pour faire mieux que 2.81 ¢ Strassen ayant prouvé que le produit de matrices était
sous-cubique, la question naturelle est devenue de savoir si on pouvait descendre
jusqu’a du O(n?). Des progres ont été faits tout au long des années 1970 et 1980,
les meilleurs algorithmes actuels étant en O(n?-38).

Pour mesurer la qualité de ces algorithmes, on introduit naturellement la no-
tion d’exposant de la multiplication, c’est-a-dire de la borne inférieure wpyoquit de
I’ensemble des réels 7 tels que le produit de deux matrices de taille n peut se faire
en O(n™) opérations.
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On a évidemment wpyoduit > 2; I’algorithme de Strassen montre que wproduis <
log,(7), et les meilleures bornes supérieures actuelles sont wproduit < 2.38. On n’a
pas de borne inférieure non-triviale pour wproduit (¢’est-a-dire autre que 2).

L’étude des algorithmes et des idées qui permettent de faire mieux que log,(7)
sera effectuée au prochain cours, si tout va bien.

En pratique. Les algorithmes rapides pour 'algebre linéaire ont longtemps eu mau-
vaise presse ; concretement, I’algorithme de Strassen, et, de maniere plus marginale,
un algorithme dii & Pan et repris par Kaporin [1], d’exposant 2.77, sont les seuls
algorithmes “rapides” (avec un exposant inférieur & 3) qui ont été implantés avec
succes.

Dans une bonne implantation, disons sur un corps fini “raisonnable”, 1’algo-
rithme de Winograd est immédiatement rentable. L’algorithme de Strassen devient
ensuite meilleur pour des tailles de 'ordre de quelques dizaines (64 est une borne
raisonnable).

L’immense majorié des autres algorithmes connus reposent sur des techniques
trés complexes, qui se traduisent par la présence d’énormes constantes (et de fac-
teurs logarithmiques) dans leurs estimation de complexité. En conséquence, dans
leur versions actuelles, il ne peuvent pas étre rentables pour des tailles inférieures
a des millions ou des milliards ...

2.2. Autres opérations. Ce n’est pas tout de savoir multiplier les matrices ; il
est tout aussi légitime de vouloir les inverser, calculer leur polynéme caractéristique,
etc ...

L’objectif de cette sous-section est de montrer (ou de suggérer) que toutes ces
opérations sont équivalentes a la multiplication en termes de complexité, et donc
équivalentes entre elles. Ainsi, 'exposant wproduis devient exposant pour quasiment
tous les problemes “classiques” d’algebre linéaire. Le seul probleme qui résiste est
la résolution de systémes : on sait qu’il n’est pas plus dur que la multiplication,
mais peut-étre est il plus facile ...

Le but de ce paragraphe est de donner quelques exemples de réductions entre ces
problémes : on montre (presque) ’équivalence entre 'inversion est la multiplication.

La multiplication n’est pas plus difficile que linversion. Cette réduction repose
sur une formule ingénieuse. Soient A et B des matrices n x n. On souhaite calculer
C = AB. Pour cela, on pose

(I, A 0
D=| 0 I, B
L0 0 I,
Alors
[ 1, —A AB
D'=|0 I, -B
L0 0 I

On ramene donc le produit en taille n a I'inversion en taille 3n, ce qui prouve notre
affirmation.
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L’inversion n’est pas plus difficile que la multiplication. Soit A la matrice & in-
verser. On prsente ici un algorithme simple d’inversion ; celui-ci nécessite d’inverser
des sous-matrices de A, des produits de telles sous-matrices, ... On suppose que
toutes ces matrices sont inversibles. Le cas général est plus délicat, il passe par le
calcul d’une décomposition LUP de A, ce qui est assez technique.

L’algorithme est récursif. Supposons que A est de taille 2n x 2n, et écrivons la
sous une forme bloc

A [ Aiqn Ao }

Asn Asp

En posant S = A 5 — A271A£1A1’2, on se convainc que A peut se réécrire

Ao I, 0 Aig 0 [ 1 Af;
Ay i ATy I 0o S 0o I, |’

On en déduit que I'inverse de A s’écrit

A [ I —ALL ][ A 0 L 0
0 1, 0 S—1 —A271A1_71 1, ’

On est donc amenés a effectuer deux inversions, ainsi qu'un certain nombre de
produits, ce qui meéne au résultat suivant.

THEOREME 4. Soit Wproduit UN exposant pour la multiplication de matrices. Si
toutes les sous-matrices rencontrées au cours de l’algorithme sont inversibles, le
cott de Uinversion de A est O(n®produit),

DEMONSTRATION. L’algorithme ci-dessus montre que la complexité I(n) de
I'inversion satisfait la récurrence

I(Qn) S 2[(n) + anproduit7

C étant une constante. On en déduit le résultat (attention, il faut utiliser le fait
que Wproduit = 2 pour ne pas perdre bétement un facteur log dans la résolution de
la récurrence). O

3. Matrices creuses

Dans cette section, on aborde des questions radicalement différentes : on ne
cherche plus a effectuer les produit, inversion, ... de matrices quelconques, mais a
manipuler des matrices creuses.

Attention, on ne va pas définir de ce qu’est une matrice creuse. Ce que sous-
entend ce terme, c’est qu'on va donner un algorithme dont la complexité va s’ex-
primer en fonction du nombre d’entrées non nulles de la matrice.

Dans tout ce qui suit, on considére donc une matrice A de taille n x n, et on
fait les hypotheses suivantes :

— A est inversible,

— A contient s entrées non nulles.

On va montrer un algorithme di & Wiedemann qui permet de calculer I'unique
solution du systeme Az = y, avec une complexité en O(ns); 'algorithme original
est plus général que ce que l'on va présenter, puiqu’il permet de traiter les matrices
rectangulaires, ou carrées mais non inversibles.

Remarquons que si s est de l'ordre de n? (matrice plutot pleine, donc), on
retombe dans une complexité de I'ordre de O(n?). Le cas intéressant est celui ot s
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est de l'ordre de n, auquel cas l'algorithme est quadratique en n : il faut avoir en
téte que l'exposant de I’algebre linéaire creuse est 2, dans les bons cas.

3.1. Polynéme minimal et résolution de sysémes. L’algorithme de Wie-
demann passe par le calcul du polynéme minimal de A. Rappelons sa définition.

Si k est le corps de base, il est possible d’associer a tout polynéme en une
variable P € k[T] la matrice P(A). On sait que d’apres le théoréeme de Cayley-
Hamilton, x(A4) = 0, ot x est le polynéme caractéristique de A. Le polynéme
minimal de A est le polynéme unitaire de plus petit degré ayant cette propriété (on
montre facilement que cette propriété le rend unique).

Soit P le polynéme minimal de A, supposé connu. Puisqu’on a supposé A
inversible, le terme constant de P n’est pas nul (car il divise le terme constant du
polynome caractéristique, qui n’est lui-méme pas nul).

L’égalité P(A) = 0 se réécrit sous la forme

Ail = 71 (Am71 +prr7.—1A’4m‘72 + - +pl-[n)
Po
Pour résoudre le systeme Az =y, on va calculer x = A1y, c’est-a-dire
?01 (A" Yy 4 pr a1 AT Py + -+ pry)

Ainsi, il suffit de calculer les itérés y, Ay, ..., A™ 1y, puis d’additionner les
termes p1y, p2 Ay, ..., A™ 1y, pour retrouver .
— Chacun des A’y s’obtient & partir de A*" 'y en O(s) opérations.
— Chacun des produits par p;, et chaque addition, se fait en O(n) opérations.
Remarquer que n < s (hypotheése d’inversibilité de A).

Au total, on a donc O(ns) opérations a faire pour résoudre le systeme si on
connait le polynéme minimal de A.

3.2. Calcul du polynéme minimal. Ecrivons le polynéme minimal de A
sous la forme

P=T" 4 pu T 4+ py.

Alors la suite des puissances A satisfait la récurrence linéaire
Aker + pmflAkeril + -+ pOAk = Oa

et ne satisfait pas de récurrence d’ordre plus petit.
Pour tous vecteurs u et v, la suite (de nombres) N; := u’ A’v vérifie donc

Nitm +Pm—1Npgm—1+ - +poNp = 0.

Si u et v sont mal choisis (nuls, par exemple), la suite NV; satisfait une récurrence
d’ordre plus petit que m. La proposition suivante montre qu’en choisissant u et v
au hasard, on tombe vraisemblablement sur une suite N; qui ne satisfait pas de
récurrence d’ordre plus petit.

ProrosiTioNn 1. Il existe un  polynome non nul D  dans
kUi, ..., U, Vi,...,V,,]g, de degré au plus 2n, tel que si D(u,v) est non
nul, la suite N; associée a u et v ne satisfait pas de récurrence d’ordre plus petit
que m.
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L’idée est de choisir u et v au hasard. Si on n’a pas de chance, D(u,v) est
nul ; sinon, la suite des N; associée a u et v permet de retrouver P par un calcul
d’approximants de Padé (attention, on ne connait pas explicitement le polyndéme
D, mais son existence assure que la plupart des choix de u et v sont “chanceux”).

Algorithme de Wiedemann.:

Entrée :: la matrice A.

Sortie :: son polynéome minimal.

1. Choisir des vecteurs u et v aléatoires.

2. Pour 0 < i < 2n, calculer les vecteurs A%v, puis les scalaires N; = ut A'p.
3. Retrouver la récurrence satisfaite par les IV;.

La complexité de l'étape 2 est O(n) produits matrice-vecteur ou vecteur-
vecteur, chacun prenant au pire O(s) opérations; au total on obtient donc O(ns)
opérations pour cette phase. L’algorithme d’approximants de Padé est négligeable,
puisqu’il ne demande que O(M(n)log(n)) < sn opérations.
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