COURS 5

Calculs modulaires, évaluation et interpolation

Résumé

Nous introduisons la notion d’algorithme modulaire. Nous nous
intéressons aux cas particuliers importants de 1’évaluation multipoint
et de linterpolation, pour lesquels nous donnons des algorithmes ra-
pides. Ces algorithmes peuvent étre vus comme des généralisations de
la FFT.

1. Introduction

Un ingrédient essentiel en calcul formel est 1'utilisation de différents types de
représentations pour les objets manipulés. Par exemple, un polyndéme est classi-
quement codé par la liste de ses coeflicients, mais on peut tres bien le représenter
par les valeurs qu’il prend en un nombre suffisant de points. D’ailleurs, nous avons
vu au Cours 2 que c’est bien cette seconde représentation qui est la plus adaptée
pour le calcul efficace, via la FFT, du produit de polynomes. Par ailleurs, d’autres
opérations (comme la division polynomiale, traitée dans le Cours 3) se font mieux
dans la premiere représentation. D’autres exemples de codages alternatifs déja ren-
contrés dans ce cours sont I’écriture des entiers en différentes bases de numération,
ou encore la représentation des suites récurrentes linéaires & coefficients constants,
soit par leurs éléments, soit par leurs séries génératrices, soit par une récurrence et
des conditions initiales.

L’exemple de la FFT montre a quel point il est crucial d’examiner dans quelle
représentation un probleme donné est plus facile a traiter, et aussi, de trouver des
algorithmes rapides pour la conversion d’une représentation a ’autre.

Une incarnation de ce concept général est la notion d’algorithme modulaire,
dont le paradigme évaluation-interpolation est un cas particulier tres important.
L’approche modulaire consiste a choisir des moduli m;, a faire des calculs modulo
chaque m; et a reconstruire tout a la fin le résultat a I’aide d’une version effective
du théoréme des restes chinois. Pour assurer 'unicité du résultat et la correction
de ce schéma, il faut que les moduli soient suffisasamment nombreuz et indépendants.
Typiquement, s’il s’agit d’entiers, ils doivent étre choisis premiers entre eux et tels
que leur produit dépasse le résultat final. En particulier, pour mettre en place une
approche modulaire, on a besoin de bornes a priori sur la taille de ’objet calculé.

Cette approche porte ses fruits surtout lorsque les coefficients dans les cal-
culs intermédiaires sont beaucoup plus gros que ceux du résultat final. I s’agit
du phénomene de l’explosion des expressions intermédiaires, qui se présente par
exemple dans le calcul du déterminant d’une matrice entiere ou polynomiale, ou
encore au cours du calcul du pged de polynémes a coeflicients entiers.
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52 5. CALCULS MODULAIRES, EVALUATION ET INTERPOLATION

EXEMPLE 1 (calcul du déterminant d’une matrice polynomiale). Soit & calcu-
ler le déterminant d’une matrice n X n, aux entrées polynomes de degrés au plus
d (le cas particulier d = 1 correspond au calcul d’un polynéme caractéristique). Le
point de départ est la remarque que le pivot de Gauss produit sur la i€ ligne des
fractions rationnelles de degré 2'd. Ainsi, sa complexité ne semble pas polynomiale
par rapport a n. Une approche évaluation-interpolation résout cette anomalie. Le
déterminant étant un polynome de degré au plus nd, il suffit de choisir un en-
semble de nd + 1 points, d’y évaluer les entrées de la matrice, de calculer les nd + 1
déterminants de matrices scalaires et de finir par une interpolation fournissant le
determinant cherché. Le méme raisonnement s’applique aux matrices entiéres.

Choix des moduli. Dans certaines situations, le programmeur a le choix des
moduli. Dans ’exemple précédent, on peut choisir comme moduli des polynémes
de la forme X — w’, dans le cas favorable ot 'anneau de base contient une racine
primitive de 'unité w d’ordre suffisamment élevé (= 2dn). En théorie ce choix est
donc possible des lors que 'anneau de base permet une multiplication polynomiale
a base de FFT. En pratique, il existe des plages de degrés pour lesquels, méme si elle
est faisable, la FF'T n’est pas encore rentable et pour lesquels ce choix est déconseillé.
Dans d’autres situations, le choix des moduli est intrinsequement imposé par le
probleme a traiter; c’est le cas pour le calcul de la factorielle exposé au Cours 6.

2. Présentation, résultats

Les problemes d’évaluation et d’interpolation sont inverses I'un de ’autre. Dans
leur version standard, ils s’énoncent ainsi. Soient ag,...,a,_1 des points dans A,
ou A est un anneau commutatif et unitaire.

Evaluation. Etant donné un polynéme P dans A[X], de degré strictement
inférieur a n, calculer les valeurs :

P(ao), e 7P(an_1).

Interpolation. Etant donnés by, ...,b,_1 € A, trouver un polynéme P € A[X]
de degré strictement inférieur a n tel que

P<a0> = b07. .. ,P(an,l) = bnfl.

Le probleme d’interpolation admet toujours une solution unique sous I’hy-
pothese technique suivante :

(H) a; — a; est inversible dans A lorsque i # j.

En effet, si V= (aj:ll) est la matrice de Vandermonde associée aux points a;, dont
le déterminant vaut det(V) = [, j (ai — aj), alors le probleme d’interpolation
se traduit par la résolution en p du systeme linéaire Vp = b, ou b est le vecteur
des b;. Or, ce systeme admet une solution unique, puisque I’hypothese (H) entraine

Pinversibilité du déterminant det(V) et donc aussi celle de la matrice V.
EXERCICE 1. Montrer que det(V) =[], _;(a; — a ).

Cette discussion suggere un algorithme naif pour l'interpolation, produisant
I'unique solution p = V~!'b du systeme Vp = b a I'aide du pivot de Gauss, en
O(n?) opérations dans A. De maniere analogue, I’évaluation multipoint de P en
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les a; se traduit par le produit matrice-vecteur Vp, ot p est le vecteur des coef-
ficients de P; elle peut donc étre effectuée de maniere naive en O(n?) opérations
arithmétiques. En s’y prenant vraiment naivement, I'interpolation est donc plus cou-
teuse que I’évaluation multipoint. Nous verrons un peu plus loin qu’une méthode
exploitant la formule d’interpolation de Lagrange permet de résoudre le probleme
d’interpolation en complexité quadratique en n.

L’objectif de ce cours est de montrer qu’il est possible d’atteindre un complexité
quasi-optimale, tant pour I’évaluation multipoint que pour l'interpolation, en utili-
sant des algorithmes de type « diviser pour régner » qui ramenent ces questions a
des multiplications de polynomes. Les principaux résultats sont les suivants :

THEOREME 1. On peut effectuer [’évaluation et linterpolation sur n points
en utilisant O(M(n)logn) opérations (+,—, %) de A. Cette complezité peut étre
abaissée & O(M(n)) si les points sont en progression géométrique.

En termes pratiques, si ’anneau de base A est un corps fini, les algorithmes
rapides deviennent avantageux pour des degrés de 'ordre de quelques dizaines :
c’est sensiblement mieux que pour les algorithmes rapides de type « diviser pour
régner » utilisés dans le Cours 10 pour le calcul de pged ou d’approximants de
Padé-Hermite rapide ; cela reflete une relative simplicité des algorithmes.

Extensions. L’évaluation multipoint et l'interpolation sont des instances parti-
culieres des problemes modulos multiples et restes chinois s’énongant comme suit :

Modulos multiples. Etant donné un polynéme P dans A[X], de degré stricte-
ment inférieur & ), degm;, calculer les restes :

P mod myq, ..., P mod m,.

Restes Chinois. Etant donnés des polynomes b, . .., b,,m1, ..., m, dans A[X],
avec m; unitaires, retrouver le polynéme P € A[X] de degré inférieur a n tel que

P mod m; = by,..., P mod m, = b,.

Les techniques de ce cours s’y généralisent' et meénent aux résultats suivants :

THEOREME 2. On peut résoudre les deuz problémes ci-dessus en O(M(n)logn)
opérations (+,—, x) dans A.

Naturellement, on peut se poser les questions précédentes dans le cas ou l'an-
neau de polynémes A[X] est remplacé par Panneau Z, les polynémes m; sont rem-
placés par des moduli entiers a; et ou 'on cherche un P entier a n chiffres. Il est
possible d’obtenir le méme type de résultats de complexité, cette fois en comptant
les opérations binaires, mais nous nous limiterons dans la suite au cas polynomial.

La suite de ce cours est organisée comme suit : dans la Section 3 nous décrivons
la méthode d’interpolation de Lagrange, de complexité quadratique. La Section 4
est consacrée aux algorithmes rapides sous-jacents a la preuve du Théoreme 1.

IPour les restes chinois, 'unicité du résultat est garantie par I'hypothése que le résultant
Res(m;, m;) est un élément inversible dans A, pour tous ¢ # j. Cette condition technique généralise
la condition d’inversibilité des a; — a; ; se rapporter au Cours 10 pour la définition du résultant.
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3. Interpolation de Lagrange

Un algorithme de complexité quadratique pour l'interpolation polynomiale re-
pose sur une écriture explicite du polynéme interpolant. Soient b; les valeurs a
interpoler. On peut alors écrire P sous la forme :

n—1 j#i X — a,
PX)=> b J[] —2

G — s
i=0  0<j<n—1 " 7

Cette égalité est usuellement appelée la formule d’interpolation de Lagrange. Pour
la prouver, il suffit d’observer que pour tout ¢, le produit s’annule en a; (j # ©), et
vaut 1 en a;. Afin de simplifier I’écriture de la formule de Lagrange, posons

A
A:H(X—aj) et Ai:H(X_a]):Xfai’
J V)

pour i =0,...,n— 1. Pour ¢ # j, on a donc les relations A(a;) = 0 et A;(a;) = 0.
De plus, A;(a;) est inversible sous I'hypothese (H). On obtient alors ’écriture

Une approche directe pour l'interpolation revient a calculer tout d’abord les po-
lynémes A;, puis leurs valeurs en les points a;, et enfin a faire les combinaisons
linéaires nécessaires. Le seul point non-trivial est le calcul des A; : si on n’y fait pas
attention, on risque de sortir des bornes en O(n?) (par exemple, si on les calcule
tous indépendamment, et chacun de maniére quadratique). Pour faire mieux, on
partage le gros des calculs, en calculant d’abord le polynéme A.

Interpolation de Lagrange
Entrée : ag,...,an—1 € A Vvérifiant (H) et by, ...,b,_1 dans A.
Sortie : L'unique polynéme P € A[X] de degré inférieur a n tel que
P(a;) = b; pour tout 4.

1. A—1, P20
2. Pouri=0,...,n—1 faire

A—A- (X —a;)
3. Pouri=0,...,n—1 faire

A — A/(X —a;)

qi — Ai(a;)

P—P+bA;/q

PROPOSITION 1. L’algorithme ci-dessus utilise O(n?) opérations dans A.

DEMONSTRATION. La multiplication d’un polynéme de degré d par un po-
lynéme de degré 1 prend un temps linéaire en d, disons C'd opérations, C' étant une
constante. Calculer A demande donc C(1+ 2+ ---+ (n — 1)) = O(n?) opérations.
Ensuite, chaque passage dans la seconde boucle prend un temps linéaire en n. Il y
a n passages, d’oll & nouveau du O(n?). O
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4. Algorithmes rapides

4.1. Les idées. L’idée fondamentale est a nouveau d’utiliser une technique de
type « diviser pour régner ». Supposons pour simplifier que n est pair et séparons
I'ensemble des points ag, . . ., an—1 en deux paquets, ag, . . ., Gp/2—1 €6 Ap/2, -5 Q-1
Il est naturel de scinder également P en deux polynomes Py et P; de degré stric-
tement inférieur a n/2, tels que :

Py(ag) = P(aog), .-, Po(an/a—1) = Playj2—1) et
Pl(an/Q) = P(an/Q)a ceey Pl(an—l) = P(an—l)'
Pour effectuer ce scindage, le choix suivant s’impose :
Py =Pmod (X —ag) - (X —ap/2-1)
Py =Pmod (X —ay/) (X —an_1).
On a donc ramené le calcul en degré n & deux calculs en degré n/2, plus deux
divisions euclidiennes; on va ensuite itérer ce processus. En bout de course, on
retrouve les valeurs P(a;), car celles-ci peuvent également s’écrire P mod (X — a;).
Remarquons de suite que les polynémes par lesquels on effectue les divisions
euclidiennes ne sont pas « gratuits » : on a besoin de les calculer. Pour cela, I'idée

est de les empiler dans une structure d’arbre binaire, dont les noeuds internes sont
étiquetés par des polynomes.

4.2. L’arbre des sous-produits. Pour simplifier, dans tout ce qui suit, on
suppose que le nombre de points est une puissance de 2, n = 2%. Quand ce n’est pas
le cas, on adapte toutes les constructions (on fabrique toujours un arbre binaire,
mais il lui manque alors des noeuds internes a certains niveaux). On peut donner
la définition récursive suivante pour cet arbre (noté B).

— Si k =0, B se réduit & un neeud unique qui contient le polynéme X — ag.

- Si k > 0, solent By,B; les arbres associés a ag,...,a9s-1_1 €t

Qgr—1,...,09+_1. Soient My et M7 les polynémes présents aux racines de
By et Bi. Alors B est I’arbre dont la racine contient le produit MyM; et dont
les fils sont By et Bj.

Graphiquement, on a la représentation suivante :

A= 1_[?:_01 (X - ai)

By =TI (X — ay) By =TI}, 5(X — ai)
(X —ao)(X —a1) (X — an—2)(X = an_1)

X—ao X—a1 X—an,g X—an,1
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De maniere équivalente, on peut représenter cet arbre par un tableau a 2 di-
mensions B; j, pour 0 <4 <k, 0 <5 <27 — 1. Alors

27 (j+1)—1

Biﬂ' = H (X - ag).

(=2ij
Par exemple, si kK = 2 et n = 4, ’arbre associé a ag, a1, as,as est représenté par :

Boo=X —ao,Bo1 =X —a1,Bp2=X —az,Bp3 =X —as,
Bio= (X —ao)(X —a1), Bi1 = (X — a2)(X — a3),
By = (X —ag)(X —a1)(X —a2)(X — a3).

L’intérét de cette structure d’arbre est double : d’une part, il contient tous les
polynémes par lesquels on va diviser lors de I'algorithme d’évaluation, d’autre part,
le cotit de son calcul s’amortit, et devient essentiellement linéaire en le degré.

PROPOSITION 2. On peut calculer tous les polynomes contenus dans ’arbre B
pour O(M(n)logn) opérations (+,—, X, ) dans A.

DEMONSTRATION. Soit T(n) le cotit du calcul de l'arbre pour n points. La
définition récursive implique 'inégalité suivante pour T(n) :

T(n) < 2T (g) +M (g)

Le résultat s’ensuit aisément en invoquant le lemme « diviser pour régner ». [
4.3. Evaluation. L’algorithme d’évaluation devient simple a écrire de

maniere récursive, si on s’autorise un peu de souplesse dans I’écriture, en supposant
précalculés tous les nocuds de I'arbre.

EvaluationRapide
Entrée : P dans A[X] et ag,...,a,—1 dans A, avec deg P < n.
Sortie : P(ag),...,P(an—1).
Sin =0, renvoyer P
Py = Pmod (X —ag) - (X —ap/2—1)
Py — Pmod (X —ay,/2) (X —an_1)
Calculer (par un appel récursif) Lo = Py(ao), ..., Po(an/2-1)
Calculer (par un appel récursif) L; = Pi(ay,/2),..., Pi(a,-1)

ook =

Renvoyer Ly, L1

Graphiquement, cela correspond a faire descendre les restes de divisions eucli-
diennes dans I'arbre des sous-produits :
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P
mod(-, By) mod(-, By)
P mod By P mod B;
mod mod mod mod
P mod (X — ag)(X —a1) P mod (X — ap—2)(X —an-1)
mod mod mod mod
P mod X — ag P mod X —ay Pmod X —a,_»s Pmod X —a,_1

Or, la division avec reste par un polyndme unitaire de degré n se fait en O(M(n))
opérations de A (Cours 2). Nous obtenons le résultat de complexité suivant :

PROPOSITION 3. Supposant l’arbre B précalculé, la complexité de ’algorithme
précédent est de O(M(n)logn) opérations dans A.

DEMONSTRATION. Soit T(n) le coiit du calcul pour n points. L’algorithme ci-
dessus implique la récurrence suivante pour T(n) :

T(n) <27 (3) +0M (),
d’ott 'on déduit le résultat, a I'aide du lemme « diviser pour régner ». O

EXERCICE 2. Montrer que la FFT est un cas particulier de 1’algorithme ci-
dessus. (Indication : pour les moduli m; X — w’, ot w € A est une racine primitive
de I'unité, 'arbre des sous-produits contient des polynomes de la forme X¢ — ¢,
¢ € A, modulo lesquels les divisions se font en complexité linéaire).

4.4. Sommes de fractions. Un probleme intermédiaire a traiter avant de
résoudre l'interpolation est celui du calcul efficace d’'une somme de fractions. Rap-
pelons les définitions introduites dans la Section 3. A partir des points a;, nous y
avions défini les polynomes

A:H(X—aj) et A, =H(X—aj) = Xilai.
J J#i
Il était apparu que pour effectuer I'interpolation, il fallait savoir effectuer la tache

suivante : étant données des valeurs ¢;, calculer le numérateur et le dénominateur
de la fraction rationnelle

n—1 c
1 L
(1) gX_

C’est a cette question que nous allons répondre maintenant ; & nouveau, on utilise
une idée de type « diviser pour régner » : par deux appels récursifs, on calcule

n/2—1 n

C; Ci
51: Z X—ailet 52: Z X—CL,L'

=0
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et on renvoie S = S; + S3. Soit T(n) le cout du calcul pour n points. Le coiit de
lalgorithme SommesFractions esquissé ci-dessus satisfait a la récurrence suivante :

T(n) < 2T (3) +OM (),
d’ott 'on déduit le résultat suivant, a 'aide du lemme « diviser pour régner ».

PROPOSITION 4. L’algorithme SommesFractions calcule le dénominateur et le
numérateur de la fraction rationnelle (1) en O(M(n)logn) opérations dans A.

EXERCICE 3. Estimer la complexité de 'algorithme direct pour évaluer un
polynéme de degré au plus n et ses premieres n dérivées en un point. Imaginer un
algorithme de complexité quasi-linéaire résolvant ce probleme.

4.5. Interpolation. Arrivés a ce stade, l'interpolation ne pose plus de réelle
difficulté. Au vu des formules de la Section 3, le polyndéme interpolant les valeurs b;
aux points a; est donné par :

D’apres les paragraphes précédents, on sait comment calculer rapidement la fraction
rationnelle > ¢; /(X —a;) ; il ne reste plus qu’a calculer les constantes ¢; = b; /A;(a;).
Cela devient évident au vu de la proposition suivante :

PROPOSITION 5. Pour touti=0,...,n—1, on a A;(a;) = A'(a;).

DEMONSTRATION. On dérive A, ce qui donne :

n—1 n—1
A/ = ZH(X—aj) = ZAZ
i=0 j£i i=0
On a vu précédemment que A;(a;) = 0 pour i # j, ce qui donne le résultat. O

L’algorithme d’interpolation et I'estimation de son cotit s’en déduisent facilement.

InterpolationRapide
Entrée : ag,...,a,—1 € A vérifiant (H) et by, ...,b,—1 dans A.
Sortie : L'unique polynéme P € A[X] de degré inférieur a n tel que
P(a;) = b; pour tout i.
Calculer I'arbre des sous-produits associé aux points a; (de racine A).
(do,...,dn—1) < EvaluationRapide(A’, (ag,...,an-1))
(coy-vsCn1) < (bo/do, ..., bn—1/dn_1)
R — SommesFractions(co /(X — ag),...,cn-1/(X — an-1))

Renvoyer le numérateur de R.

ok =

PROPOSITION 6. La complexité de l’algorithme ci-dessus est O(M(n)logn)
opérations de A.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence des Propositions 2, 3 et 4. O
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EXERCICE 4. Soit k un corps et soient my, mg € k[X] de degrés au plus n, pre-
miers entre eux et soit vy, vy € k[X] de degrés inférieurs & n. Donner un algorithme
de complexité O(M(n)logn) qui calcule f € k[X] de degré inférieur a 2n tel que
f = v1 mod m; et f = vo mod ms. En déduire un algorithme diviser pour régner
pour l'interpolation polynomiale en degré n, de complexité O(M(n) log? n).

4.6. Evaluation et interpolation sur une suite géométrique. Dans cette
section nous montrons que tout polynéme de degré n peut étre évalué et interpolé
sur des points en progression géométrique {1,¢,...,q" 1} en O(M(n)) opérations.

PROPOSITION 7. Soit ¢ € A,n > 1 tels que ¢,q —1,¢*> —1,...,q" ' — 1 soient
inversibles dans A. Si F' € A[X] est de degré strictement inférieur a¢ n alors :
— On peut évaluer F sur les points a; = ¢*, pour 0 < i < n—1, en O(M(n))
opérations dans A.
— On peut interpoler F sur les points a; = ¢*, pour 0 <i <n—1, en O(M(n))
opérations dans A.

DEMONSTRATION. Soit F = fo+ fiX+- -+ fn_1 X" L. Pouri=0,...,2n—2,
on introduit les nombers triangulaires t; = i(i — 1)/2 et la suite b; = ¢ ; pour
i=0,...,n—1 on construit ¢; = f;/b;. Tous les éléments q¢'i, c; et b; se calculent
en O(n) opérations, car ¢'i+1 = ¢'q'. L’algorithme exploite la formule

n—1 n—1
Fg) = fia7 =b7" > ¢jbigy,
=0 =0

qui montre que les valeurs F(q°) sont, & des facteurs constants pres, données par les

coefficients de X" 1, ..., X?"~2 dans le produit de Z;:Ol X" et Zf&f b; X

Pour 'interpolation, on commence par noter que la racine A(X) de I’arbre des
sous-produits peut étre calculée en O(M(n)) opérations dans A. En effet, puisque
les points a; forment une suite géométrique, les noeds B; ; a 1'étage i peuvent se
déduire I'un de l'autre par une homothétie de coit O(n). Par ailleurs, observons
que dans ’algorithme InterpolationRapide, le calcul de tout I'arbre des sous-produits
est nécessaire uniquement pour 1’évaluation multipoint de A’. Or, par la premicre
partie du théoréme, I’évaluation de A’ sur les points a; se fait en O(M(n)) par un
algorithme qui ne requiert pas le calcul de tout ’arbre des sous-produits.

Il nous reste & prouver que la somme des fractions (1), qui devient ici

(2) Z:_ X —q

peut également étre déterminée pour le méme prix.

On adopte la stratégie suivante : on calcule le développement en série a l'ordre n
de la fraction (2). Celui-ci suffit pour en déduire son numérateur N(X). Pour ce
faire, on utilise la formule 1/(a — X) = 3=,5; a7/~ X7 valable dans A[[X]] pour
tout a € A inversible. On obtient :

n—1 c n—1 [n—1 n—1
, i) i i
St == S (Sarvew ) < Sow
i=0 i=0 \ j=0 §=0
ou C(X) est le polynéme Z;:Ol c; X', Or, les points ¢~1,¢72,...,¢~™ étant en
progression géométrique, on sait évaluer C' sur ces points en O(M(n)). O
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EXERCICE 5. Montrer que tout 'arbre des sous-produits associé aux points
a;=¢", i=0,...,n—1, peut étre calculé en M(n) + O(nlogn) opérations dans A.

EXERCICE 6. Soient a,b,c,d € A. Montrer qu’on peut évaluer tout polynéme
de degré au plus n en {ba* +ca’ +d, 0<i<n}, en O(M(n)) opérations dans A.

Notes

Pour évaluer un polynéme P(X) = p, 1 X" 1 + .- 4 py en un seul point a, le
schéma de Horner P(a) = (- ((pn—1a + pn—2)a + pn—3)a + - - - + pp) minimise le
nombre d’opérations (additions ou multiplications). Cet algorithme effectue n — 1
additions et n—1 multiplications dans A, et on ne peut pas faire mieux en général (si
les coefficients du polynéme sont algébriquement indépendants — moralement, s’ils
sont des indéterminées). Ce résultat d’optimalité a été conjecturé par Ostrowski [13]
et prouvé par Pan [14]. Par contre, pour un polynéme donné, il peut étre possible
de faire mieux : I’évaluation de P(X) = X"~ ! se fait en temps logarithmique.

Une forme particuliere du Théoreme de restes Chinois a été enoncée il y plus
de 2000 ans par le mathématicien chinois Sun Tsu. Le traitement moderne est du
a Gauss [8]. Ce théoreme admet une formulation trés générale, en termes d’idéaux
d’anneaux non nécessairement commutatifs : Si R est un anneau et Iy,..., I, des
idéaux (& gauche) de R mutuellement premiers (i. e. I; + I; = R pour i < j),
alors I'anneau quotient R/ N; I est isomorphe & ’anneau produit [[ R/I; via 'iso-
morphisme  mod I — (z mod I1,...,z mod I,.). La formule d’interpolation de
Lagrange est due a Waring [20]. Les avantages pratiques de larithmétique modu-
laire ont été mises en évidence dans les années 1950 par Svoboda et Valach [19].

Le premier algorithme sous-quadratique, de complexité arithmétique 0(711'91)7
pour ’évaluation multipoint est dii & Borodin et Munro [4] et repose sur une ap-
proche pas de bébés / pas de géants exploitant la multiplication sous-cubique des
matrices de Strassen [17]. Horowitz [10] a étendu ce résultat a linterpolation.
La Proposition 2 calcule efficacement les fonctions symétriques élémentaires de n
éléments ag, . ..,a,—1 de A; elle est due également & Horowitz [10].

S’inspirant de la FFT, Fiduccia [7] eut I'idée d’un algorithme pour 1’évaluation
multipoint & base de division polynomiale récursive. Ne disposant pas de division
de complexité sous-quadratique, son algorithme récursif reste quadratique. Borodin
et Moenck corrigent ce point dans deux articles successifs [11, 3], reposant sur les
algorithmes quasi-optimaux pour la division de [11, 18]. Montgomery [12] améliore
la constante dans la complexité O(M (n)logn) de I’évaluation multipoint, sous 1’hy-
pothese que la FFT est utilisée pour la multiplication polynomiale. L’algorithme
d’évaluation sur une suite géométrique exposé dans ce cours vient de [15, 2]. Les
algorithmes fournissant les meilleures constantes actuellement connues dans les O(-)
du Théoreme 1 sont obtenus & 1’aide du principe de transposition de Tellegen [5, 6].

On connait peu de choses sur la complexité intrinseque de 1’évaluation multipoint
et de l'interpolation en degré n. Strassen [18] a prouvé une borne inférieure de type
nlogn. Shoup et Smolensky [16] ont montré que ces bornes restent essentiellement
vraies méme dans un modele ou des précalculs en quantité illimitée sur les points
d’évaluation sont permis. Cependant, I'optimalité des meilleurs algorithmes connus,
de complexité O(nlog®n) reste un probleme ouvert. Méme dans le cas particulier
ol les points d’évaluation sont en progression arithmétique, on ne dispose d’aucun
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algorithme d’évaluation multipoint de complexité O(M(n)), ni d’une preuve qu’un
tel algorithme n’existe pas. De méme, pour des points quelconques ag, ..., an—1
on ne connait pas d’algorithme de complexité O(M(n)) pour calculer le polynéme
[L;(X —a;). Notons toutefois que tels algorithmes existent dans les cas particuliers
ol les a; forment une progression arithmétique ou géométrique [6].

L’exercice 4 est provient de [9] ; historiquement, ce fut le premier algorithme rapide
pour les restes chinois. Les exercices 3 et 6 sont tirés de [1].
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