COURS 3

Calculs rapides sur les séries

Résumé

La multiplication rapide de séries vue au Cours 2 permet des calculs
efficaces comme l'inversion, ’exponentiation ou la prise de logarithme
d’une série. Ces opérations sont effectuées grace a une version formelle
de la méthode de Newton. Elles entrainent une algorithmique efficace
sur les polynomes. La composition de séries est en générale plus cotiteuse
que le produit, mais peut aussi tirer parti d’une multiplication rapide.

Ce cours porte sur le calcul des premiers termes de développements en séries.
Pour fixer les notations, IV sera utilisé pour représenter le nombre de termes a cal-
culer, et « série » sera employé pour « série tronquée a 'ordre N ». Ainsi, « calculer
une série » voudra toujours dire en calculer les N premiers termes. Comme dans
le cours précédent, M(NN) dénote une borne supérieure sur le nombre d’opérations
arithmétiques nécessaires pour multiplier deux polynémes de degré au plus N. L’ef-
ficacité des algorithmes sera mesurée par leurs complexités arithmétiques.

1. Séries formelles

Si A est un anneau, on note A[[X]] anneau des séries formelles sur A. Ses
éléments sont des suites (a;);eny de A, notées
ZaiXi.
i>0
Les opérations de A[[X]] sont l’addition des suites et une multiplication qui
généralise la multiplication des polynomes :
ZaiXi X Zlez = ZCiXi, avec ¢; = Z Cljbk,
>0 i>0 >0 Jk=i

la derniére somme étant finie.

EXERCICE 1. Vérifier que ces deux opérations font de A[[X]] un anneau. Quels
en sont les éléments inversibles ?

Lorsque les coefficients sont des nombres complexes, la question de la conver-
gence des séries entieres représentées par ces séries formelles ne se posera pas pour
les algorithmes considérés dans ce cours. En revanche, il est possible de définir
une distance entre deux séries f et g par d(f,g) = 2—val(f=9) o la waluation
val(f) d’une série f est l'indice de son premier terme non-nul (et par convention
val(0) = o0).

EXERCICE 2. Vérifier que la fonction d définie ci-dessus est bien une distance.
Prouver que muni de cette distance, I’anneau des séries formelles forme un espace
métrique complet (les suites de Cauchy convergent).
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30 3. CALCULS RAPIDES SUR LES SERIES

Comme A[[X]] est un anneau, il peut étre utilisé comme anneau de base pour
définir des séries formelles en une autre variable y, ce qui définit de la méme maniere
Panneau des séries formelles bivariées A[[X]][[Y]], noté aussi A[[X,Y]].

Algorithmiquement, on ne manipule pas de série a précision « infinie », mais
seulement des troncatures, c’est-a-dire un certain nombre des premiers termes. Les
séries tronquées deviennent alors de simples polynomes, pour lesquels on dispose
en particulier d’algorithmes rapides de multiplication. Etant donnés les N premiers
termes d’une série f, 'objectif de ce cours est de donner des algorithmes permettant
de calculer efficacement les NV premiers termes d’autres séries définies a partir de f.

Pour étendre la notation utilisée avec les polynomes, étant donnée la série

S = ZaiXi,

i>0
on notera S mod X% le polynéme
S mod XV := Z a; X°.
0<i<N
On notera S = f + O(XY) si les séries ou polynomes S et f coincident jusqu’au
terme de degré N.

2. La méthode de Newton

L’opérateur de Newton est tres largement utilisé en calcul numérique, pour trou-
ver des solutions approchées d’équations. C’est un processus itératif, qui consiste a
chaque étape a remplacer le systeme que ['on veut résoudre par son linéarisé au voi-
sinage de la derniére approximation trouvée. L’adaptation de cette méthode dans
un cadre formel est extrémement fructueuse : elle permet de trouver les solutions
séries de grandes variétés d’équations, avec un tres bon comportement vis-a-vis de
la complexité.

2.1. Version numérique. Soit f une fonction R — R. Pour résoudre f(g) =
0 dans R, on choisit gy € R et on itere selon

ge+1 = N(gr) = gk — }f,((ggi))-

Graphiquement, l'itération correspond & la figure suivante :

N

N(x)
Opérateur de Newton de R dans R.
La solution serait exacte si f était une fonction linéaire; dans le cas général,
si go est bien choisi (par exemple assez proche d’une racine simple), la suite g

converge vers une limite go.. En outre, a l'itération k£ la distance a la limite est
de lordre du carré de cette distance a l'itération £ — 1. On parle dans ce cas de
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convergence quadratique. Dans ces conditions, pour k suffisamment grand, le nombre
de décimales correctes est approximativement doublé a chaque itération.

2.2. Version formelle. L’idée de l'itération de Newton s’adapte au calcul sur
les séries, et la convergence reste quadratique, ce qui veut dire dans ce contexte que
le nombre de termes corrects double a chaque itération.

THEOREME 1 (Itération de Newton sur les séries). Soit ®(X,Y) une série
bivariée en X et Y — X, ot A\ est une constante telle que ®(0, ) =0 et g—;{;((), A) est
iwersible dans A. Alors, I’équation

(X, Y)=0
admet une série y solution telle que y(0) = X. L’itération

P X,y k+1
Ykt1 = Yk — ‘%((X k) mod X?
Y ayk)

avec Yo = A converge vers cette solution avec y — yr = O(X2k).

Avant de prouver ce théoréme, il faut observer qu’en pratique il est souhaitable
de programmer cette itération de maniere récursive en partant de la précision N
souhaitée et en divisant par 2 la précision a chaque étape. Si N est juste au-
dessus d’une puissance de 2, le gain, quoique d’un facteur constant seulement, est
appréciable.

La convergence mentionnée dans ce théoreme est relative a la métrique des
séries formelles.

DEMONSTRATION. La preuve consiste & montrer par récurrence sur k que d’une
part ®(X,yx) = O(sz) et d’autre part yr — Y41 = O(X2k) (et donc aussi que
yi(0) = A).

Ces deux conditions permettent de conclure. En effet, la seconde condition
montre que les y; forment une suite de Cauchy. La limite de cette suite existe donc.
Notons la y. En faisant tendre k vers 'infini dans

DX, k) = B(X, ) + (v — ) o0 (X ) + Ol — )

on voit que la premiére condition entraine ®(X,y) = 0. Ceci prouve qu’il existe une
solution dans ’anneau des séries formelles, et que cette solution est y. Cette méme
équation donne alors

(01— 1) 5 (X,3) + Ol(wi 1)) = O(X™),

dont se déduit ensuite y — yr = O(X2k) : comme y;(0) = A pour tout k, y(0) a
la méme valeur et donc dune part val((yx — y)?) > val(yy — y) et d’autre part
val(22(X,y)) = 0 d’aprés I'hypothese 22 (0, ) inversible.

Voici maintenant la preuve de la récurrence mentionnée ci-dessus. Pour k = 0

la premiere condition est une conséquence de (0, \) = 0 et la seconde de

(X, \)

0 T O,
SN

Yo — Y1 =
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le dénominateur ayant un terme constant inversible et le numérateur valuation au
moins 1. Pour passer de k£ a k + 1, on utilise d’abord un développement de Taylor
qui nous donne

a@ k+1
(X, Yrr1) = (X, y) — (Yo — yk+1)87(X, yk) + O(X> ).
Ensuite, la définition de yr42 permet de conclure :
(X, Yrt1)

Y+l — Yky2 = mod X2 = O(szﬂ)'

22 (X, Y+1)

3. Opérations quasi-optimales

Les applications les plus directes de la méthode de Newton sont résumées dans
le théoreme suivant.

THEOREME 2. Soit f une série de A[[X]]. On peut calculer en O(M(N))
opérations les N premiers termes de

1. 1/f, lorsque f(0) est inversible;

2. log f et f* lorsque f(0)=1;

3. exp(f) lorsque f(0) = 0.
Pour les points 2 et 3, nous supposons aussi que 2,3,...,N — 1 sont inversibles

dans A.

3.1. Inversion de séries. L’inversion de séries donne une illustration de
I'usage du théoreme 1. Si g est une série avec terme constant inversible, il est
aisé de vérifier que la série ®(X,Y) = g — 1/Y vérifie les conditions du théoreme
avec A = 1/¢(0). Il y a donc convergence quadratique de l'itération

k
(1) Yk = Ye—1 + yr—1(1 — gye—1) mod X?

vers 1/g avec yg = 1/¢(0).
Il nous reste maintenant a estimer la complexité de cet algorithme.

PROPOSITION 1. Soit g dans A[[X]] avec g(0) inversible et k > 0. On peut
calculer UVinverse de g modulo X2 en 4M(2F) + O(2%) opérations dans A.

Autrement dit, le colit total du calcul coincide avec celui de la derniere étape,
a une constante pres.

DEMONSTRATION. L’itération (1) demande 2 multiplications modulo X 2" soit
2M(2%) opérations, plus C - 2¥ opérations supplémentaires (additions, ...), C' étant
une constante que 1'on ne va pas déterminer. Notons N(k) le cotit du calcul modulo
2% : on a alors, avec N(0) =0 :

N(k) < N(k — 1) + 2M(2%) + C2".
L’application du lemme « Diviser pour régner » du Cours 1 donne donc
N(k) < 4M(2F) + C2F 1,
en utilisant 1'inégalité M(d) < 1M(2d).

EXERCICE 3. Effectuer 'application du lemme.
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O

REMARQUE. On peut montrer, en se donnant davantage de peine, que le
résultat s’étend pour calculer l'inverse de G modulo n’importe quel X* (£ n’étant
pas nécessairement une puissance de 2).

Par ailleurs, le cotit ci-dessus est largement surestimé.

— En regardant de plus pres le calcul de y;, on constate que le deuxiéme produit
est pris entre yx_1 et 1 —yx_19. Ce dernier terme est de la forme XQkfle_l,
alors que yi_1 est de degré au plus 21 Ainsi, seul le produit y;_ Rix_1 est
nécessaire, et celui-ci ne demande que M(2*~1) opérations.

— Le produit yx_1¢g est de la forme 1 + XQkile_l. Nous sommes donc dans
la situation on I’on multiplie un polynéme de degré 28~ (ici, yx_1) par un
polynéme de degré 2% (ici, g), et ot I'on connait les 2~1 premiers coefficients
du produit. Dans cette situation, il est possible de descendre le cotit du
produit de M(2¥) & M(2F=1), en utilisant des techniques non triviales de
« transposition » de code [4] qui seront abordées au Cours 8.

Au total, on peut donc gagner un facteur 2 sur 'estimation du théoréeme précédent
(et cela se répercute sur le colit de la division euclidienne ci-dessous).

3.2. Logarithme. Pour calculer la série log f avec f(0) = 1, il suffit d’utiliser

I'identité
f/
log f = / —.
f

Le calcul demande une division de séries, une dérivation et une intégration, mais

ces deux dernieéres opérations sont linéaires. Le bilan est donc une complexité en
O(M(N)).

3.3. Exponentielle. Pour calculer la série exp(f) avec f(0) = 0, I'idée est
d’appliquer une méthode de Newton avec
O(Y)=f—logY.
EXERCICE 4. Montrer que les conditions du Théoreéme 1 sont vérifiées.
11 s’ensuit une convergence quadratique vers exp(f) pour I'itération
Yk+1 = Yk + yk(f — logyg).
Chaque itération demande donc le calcul d’une multiplication et d’un logarithme,

d’onr la complexité en O(M(N)).

3.4. Puissance. La série f¢ se déduit des précédentes par

1 = exp(alog f).

Une application remarquable de cette trivialité apparait dans la section suivante
sur I'inverse compositionnel.

EXERCICE 5. Donner une itération de Newton qui calcule directement la racine
carrée, sans passer par I’exponentielle et le logarithme. Plus difficile, estimer le gain
par rapport a l'algorithme général de calcul de puissance.

EXERCICE 6. Donner des bornes sur les constantes dans les O(+) pour le loga-
rithme, I’exponentielle et la puissance.
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3.5. Sommes de Newton. Une conséquence intéressante de l'efficacité du
calcul de I'exponentielle est l'utilisation efficace des sommes de Newton comme
structure de données.

Si P € K[X] est un polynéme de degré d, avec K est un corps, alors P a d
racines arq, ..., aq dans la cloture algébrique K de K. Les sommes de Newton de P
sont les sommes p; = af + - + o} € K. Leur utilisation efficace repose sur la
proposition suivante.

PROPOSITION 2. Les sommes de Newton p1,...,pq d’un polynome P € K[X]
de degré d peuvent étre calculées en O(M(d)) opérations dans K. Lorsque la ca-
ractéristique de K est 0 ou supérieure a d, la conversion inverse est également
possible en O(M(d)) opérations.

DEMONSTRATION. La décomposition en éléments simples

XP X o
S=F= D x—a= 2 X
P(a)=0 P(a)=0
>0

montre que les coefficients du développement en puissances de X ! de X P’/ P sont
les p;. Le calcul des d premiers termes de cette série demande O(M(d)) opérations.
L’opération inverse, a savoir le calcul de P a partir des d premiers termes de la série
S = XP'/P est effectué en O(M(d)) opérations par la formule

P:exp/S/X

si P(0) # 0. Sinon, il faut d’abord récupérer la valuation, et le reste se calcule de
la fagon précédente. La contrainte sur la caractéristique permet de définir I’expo-
nentielle tronquée par son développement en série. (]

3.6. x Application a la somme et au produit composés x. On suppose
dans cette section que K est un corps de caractéristique nulle ou supérieure a d2.

THEOREME 3. Soient P et Q deux polyndmes unitaires de K[X], de degré d.
Alors, les polynomes

PoQ= [ X-(+p, PeQ= [[] X-(aB)
P(a)=0 P(a)=0
Q(B)=0 Q(B)=0

peuvent étre calculés en O(M(d?)) opérations.

Comme ces polynomes sont de degré d?, il s’agit 1a encore d’'une complexité
quasi-optimale. Dans cet énoncé, les polynémes sont définis a ’aide des racines
de P et @@ dans une cloture algébrique, mais leurs coefficients sont dans K. II est
également possible de les définir sur un anneau quelconque comme des résultants
bivariés. Les résultants et leur calcul seront vus au cours 10. Dans le cas bivarié
général, il n’existe pas encore d’algorithme quasi-optimal et le résultat ci-dessus est
I'un des rares cas particuliers qui se traite efficacement.

Ces polynoémes P & @ et P ® @ sont treés utiles en pratique. Les polyndmes
constituent une structure de données bien commode pour coder leurs racines et cal-
culer avec. Ces polynomes P& Q) et P® Q fournissent ’addition et la multiplication
avec cette structure de données.
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DEMONSTRATION. Le produit de sommes de Newton est la somme de Newton

du produit :
D' B =2 (ah)"
a B o,
11 suffit donc de multiplier terme a terme les séries X P’/ P et XQ'/Q pour obtenir la
série génératrice des sommes de Newton de P® Q. Si l’on a calculé d? termes de ces
séries, le résultant, dont le degré est d2, est alors reconstruit par une exponentielle
en O(M(d?)) opérations.
Diviser le ¢ coefficient de X P’/P par i!, pour tout i > 0, produit la série

Z al).f_lz Z exp(a/X).

P(a)=0 v P(a)=0
i>0

En effectuant la méme opération sur () et en effectuant le produit des séries, on
obtient donc

> exp(a/X) D exp(B/X)= > exp((a+ B)/X).
P(a)=0 QB)=0 D=0

Il suffit alors de remultiplier le i¢ coeflicient par 7! pour obtenir la série génératrice
des sommes de Newton de P ® @, qui est reconstruit par une exponentielle. L’en-
semble des opérations est borné par O(M(d?)). O

3.7. x Inverse compositionnel x*. Etant donnée une série f avec f(0) =0
et f'(0) inversible, il s’agit ici de calculer une série f(=1) telle que f(f(-V(X)) =
FED(f(X)) = X.

3.7.1. Les N premiers termes. Les conditions d’application de la méthode de
Newton sont vérifiées pour la fonction

P(X,Y)=f(Y) - X,
avec A = 1/f/(0).
EXERCICE 7. Vérifier les conditions.

L’itération correspondante est donc

- X k+1
Ykl = Yk — f(yk) mod X2 .

f'(yk)
En dérivant f(Y) — X = 0, on voit que cette itération se simplifie en
k+1
Yr+1 = Yk — Y (f(yr) — X) mod x>
Le cotuit est alors dominé soit par celui du produit, soit plus généralement par celui
de la composition par f.

EXERrRCICE 8. La k° racine positive de 1’équation z = tanz admet un
développement asymptotique de la forme

s a1 a9
=2k+1)-4+—+—=+....
me=(2k+1)g+ s+
Pour tout i, le coefficient a; est un polynéome de 1/7Q[1/7?] de degré i. Borner le
nombre d’opérations dans Q nécessaires pour calculer aq,...,ay, pour N grand.
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3.7.2. Le N¢ terme. Bien qu’en général le coiit de l'inverse fonctionnel soit
dominé par celui de la composition et donc en O(+/N log NM(N)) (voir la section
suivante), il est possible d’obtenir le N© terme sans calculer les précédents pour
O(M(N)) opérations. L’idée repose sur la formule d’inversion de Lagrange :

XN (-1) X) = iXN—l 1
X0 = { I
ot la notation [X*]f représente le coefficient de X* dans la série f. Ainsi, le cal-
cul par cette formule ne requiert qu'une puissance et donc peut étre effectué en
O(M(N)) opérations.
3.7.3. Ezemple. La série génératrice des arbres généraux étiquetés (appelés
aussi arbres de Cayley) vérifie 'équation

y = X exp(y).

Son développement & 1’origine est obtenu en O(M(NV)) opérations dans Q en calcu-
lant d’abord celui de yexp(—y) par les méthodes de la section précédente, puis en
inversant ce développement par la méthode présentée ci-dessus.

Pour déterminer le comportement asymptotique des coefficients ainsi calculés
lorsque N tend vers linfini (c’est-d-dire 'asymptotique du nombre d’arbres de
taille V), une méthode présentée dans le cours d’analyse d’algorithmes passe par le
calcul du développement de y au voisinage du point singulier exp(—1), olt y vaut 1.
En posant u = v/2v/1 — eX, on voit qu’il s’agit alors de calculer le développement
de y solution de

V2 —2yexp(l—y) = u,
au voisinage de y = 1 et u = 0, équation a laquelle la méthode présentée dans cette
section s’applique pour donner le résultat en O(M(N)) opérations.

REMARQUE. La formule d’inversion de Lagrange donne immédiatement une
jolie expression pour les coefficients de y solution de y = X exp(y) de I'exemple
précédent. L’asymptotique mentionné plus haut donne alors la formule de Stirling
efficacement.

4. La composition des séries

Si f(X) et g(X) sont des séries, avec g(0) = 0, il s’agit de calculer efficacement la
série f(g(X)). Il Savere que les algorithmes connus n’atteignent pas une complexité
quasi-optimale (c’est-a-dire en O(N) & des facteurs logarithmiques pres).

4.1. Méthode naive. La composition peut étre calculée par la méthode de
Horner. Si f(X) = Y",50aX" + O(X"), le calcul utilise alors

F(g(X)) = a0+ glar + glaz +...)) + O(X™).
EXERCICE 9. Montrer que la complexité du calcul par cette formule est
O(NM(N)).

4.2. x Pas de bébés—pas de géants x. Une technique dite pas de bébés,
pas de géants réduit ce cotit & O(VN(M(N) + N“/2)), ot w est 'exposant de la
complexité du produit de matrices, sur lequel reviendra le Cours 9. La série f est
d’abord écrite

FX) = fo(X) + XFfA(X) + -+ XNE i (X) + O(XY),
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ot les polynomes f; en nombre 1+ [N/k] comportent chacun k termes. Ensuite, on
calcule les puissances g2, .. ., g de g en kM(N) opérations. Soient fi; les coefficients
des f; et g;; ceux des g'. Le développement

N-1 /k-1
filg) = Z (Z fi,(g&j) ol +0(z")

j=0 \t¢=0

montre que les coefficients des f;(g) sont les coefficients du produit de la ma-
trice (f; ;) de taille ([N/k] + 1) x k par la matrice (g; ;) de taille & x N. En
découpant chacune de ces matrices en blocs de taille k X k, ce produit est effectué
en au plus O(N2k“~3) opérations. Ensuite, il ne reste plus qu’a effectuer [ N/k] pro-
duits & précision N suivis d’autant d’additions pour un cott total de O(NM(N)/k).
Le choix k = [v/N| meéne & la complexité annoncée.

4.3. L’algorithme de Brent & Kung. Bien qu’il n’y ait pas d’algorithme
permettant d’abaisser la complexité au méme ordre que M(N), il est possible de
faire sensiblement mieux que la méthode naive grace a un algorithme sophistiqué
dt & Brent & Kung, détaillé dans cette section.

THEOREME 4. $i2,3,...,[v/Nlog N| sont inversibles dans l’anneau A, la série
f(g(X)) peut étre calculée en O(/Nlog NM(N)) opérations arithmétiques, ou en
O(VNM(N)) opérations arithmétiques si logM(N)/log N — ~v > 1.

L’idée de départ de l'algorithme permettant d’aboutir a cette complexité est
d’utiliser la formule de développement de Taylor, sous la forme

2m 2
93

(2) flor +X™g2) = flg1) + f'(91) X g2 + " (g1) +

2! ’
o g = g1+ X™gs et g1 est un polynome de degré inférieur a m.

Le premier gain de complexité par rapport a la méthode naive provient de
I’observation suivante.

LEMME 1. Etant données les séries g et f o g, avec ¢'(0) inversible, la série
f'og peut étre calculée en O(M(N)) opérations arithmétiques.

DEMONSTRATION. La dérivation de séries a une complexité linéaire, et la divi-
sion est en O(M(N)). Le résultat provient alors de la formule de dérivation d’une
composée :

(fog)
g
L’hypothese sur ¢’(0) permet de garantir I'inversion de la série du dénominateur.

Elle est un peu plus forte que nécessaire : il suffit que le premier coefficient non nul
de la série ¢’ soit inversible. O

flog=

L’utilisation répétée de cette idée dans la formule (2) meéne & une complexité
N o
C(f(91)) + —O(M(N)) opérations
m

pour l'ensemble de la composition, ot C(f(g1)) représente la complexité du calcul
de la premiere composition, donnée par le lemme suivant.
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LEMME 2. Soient f et g deuz polynémes de degrés k et m, avec g(0) = 0.
Le calcul des N premiers coefficients de la série f o g peut étre effectué en
O(kmlog NM(N)/N) opérations arithmétiques, ou en O(kmM(N)/N) opérations
silogM(N)/log N — v > 1.

DEMONSTRATION. [du théoreme & l'aide de ce lemme] Ce lemme donne
C(f(g1)) = O(mM(N)log N). La complexité totale est donc bornée par

O(mM(N)log N) + L OM(N) = 0 (M(N)(mlogN 4 Z)) .

Cette derniére somme est minimisée par le choix de m = y/N/log N qui donne le
résultat du théoreme.
Le cas sans le facteur log N est laissé en exercice. O

DEMONSTRATION. [du lemme] Sans perte de généralité, on peut supposer que le
degré k de f est une puissance de 2. Il suffit de considérer sinon que les coefficients
de f pour les degrés allant de k£ + 1 jusqu’a la puissance de 2 immédiatement
supérieure sont nuls, et la perte de complexité est d’au plus un facteur 2, absorbé
dans la constante du O(+).

L’idée est d’effectuer ce calcul par « diviser pour régner » en récrivant le po-
lynéme f sous la forme

f=h+ X2,

o fi et fy sont deux polyndémes de degré au plus k/2. Dans la composition

£(9) = f1(9) + ¢"* fa(9),

les deux polynémes du second sommant ont degré au plus km/2. La complexité C}*
découlant de I'utilisation de cette formule vérifie donc

Ot <20y, + 2M(min(N, km/2)) + O(N).
C’est dans cette prise de minimum que réside toute la subtilité : tant que k est

grand, les calculs sont tronqués a lordre N, et deés que k devient suffisamment
petit, on exploite I’arithmétique polynomiale. Il vient donc

Cm <2M(N) + 4M(N) 4 - - - 4+ 257 IM(N)

km km
14

ou ¢ est déterminé par

km km
o <N ST
Cette valeur de £, combinée a I'utilisation du lemme « Diviser pour régner » conclut
la preuve du lemme. O
Notes

L’essentiel de ce cours provient de Particle exceptionnel [3] ol ces techniques ont
été étudiées du point de vue de la complexité pour la premiere fois. L’application aux
sommes et produits composées est beaucoup plus récente et se trouve dans [2]. En
ce qui concerne la composition, il est possible de descendre a une complexité quasi-
optimale dans le cas ot la caractéristique est finie [1]. La méthode de Newton permet
également la résolution d’équations ou de systemes différentiels. Ceci fera ’objet du
cours 7. En pratique, les constantes cachées dans les O(-) jouent un grand rdle, et
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nécessitent généralement I'implantation a la fois des algorithmes asymptotiquement
meilleurs et des algorithmes plus classiques, souvent plus efficaces en petite taille.
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