
Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�13 � MasterRévisions1 Ordonnanement sur 1 proesseur...On veut ordonnaner un ensemble de n tâhes indépendantes T1, T2, . . . , Tn. La durée de Ti est pi.On suppose que l'ordonnanement débute au temps t = 0, et on note Ci la date de la �n de l'exéutionde la tâhe Ti. On dispose d'un seul proesseur.
⊲ Question 1 Quel est l'ordre d'exéution optimal si l'objetif est de minimiser la somme des dates de�n ∑n

i=1
Ci ?

⊲ Question 2 Quel est l'ordre d'exéution optimal si l'objetif est de minimiser la somme pondérée desdates de �n, i.e. ∑n

i=1
wi.Ci, où wi est un poids positif assoié à la tâhe Ti ?2 Permutation de boulesOn onsidère un nid de boule parfait de profondeur n, qui omprend m dépendanes uniformes. Soit

D la matrie de taille n × m, obtenue à partir du signe des omposantes des veteurs de dépendane. Si
di est le i-ème veteur de dépendane, on stoke le signe +, 0 ou − de ses omposantes dans la i-èmeolonne de D. Par exemple si n = 3 et d1 = (2,−2, 0)t, on stokera (+,−, 0)t dans la première olonnede D.
⊲ Question 3 Donner la matrie D1 pour le nid suivant :for i = 1 to n dofor j = 1 to n dofor k = 1 to n do

S1 : a(i + 1, j, k) = a(i, j, k) + 2
S2 : b(i, j, k + 1) = b(i, j, k) − 1
S3 : c(i + 1, j + 1, k + 1) = c(i, j, k) + 1endforendforendfor

⊲ Question 4 Donner la matrie D2 pour le nid suivant :for i = 1 to n dofor j = 1 to n dofor k = 1 to n do
S1 : a(i, j, k + 1) = a(i, j − 1, k) + a(i − 1, j, k + 2) + 2endforendforendfor

⊲ Question 5 Donner un nid dont la matrie D3 soit
D3 =









+ + + 0 0 0
+ 0 0 + 0 0
0 + 0 0 + 0
0 0 + 0 0 +







L'algorithme de parallélisation fontionne ainsi :� Si une ligne de la matrie D (disons la i-ème) ne ontient que des 0, alors on plae ette boule àl'extérieur du nid et on et on l'exéute en parallèle : on permute les boules, la i-ème boule devientla première boule, et on remplae le for par un forpar.� Si auune ligne de la matrie D ne ontient que des 0, on séletionne la ligne qui ontient le plusde + et auun −, on plae la boule orrespondante à l'extérieur et on l'exéute en séquentiel.E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert



Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�13 � MasterOn exéute alors réursivement l'algorithme sur les boules et les dépendanes restantes, i.e. qui n'ontpas été satisfaites par la séquentialisation de la boule.Par exemple pour D1, on hoisit de séquentialiser soit la première soit la troisième boule. Si on hoisitla première, pas besoin de permuter, la première et troisième dépendanes sont satisfaites. Il reste deuxboules à l'intérieur, ave la matrie réduite D1 =

(

0
+

). On en déduit le ode parallèle :forseq iforpar jforseq k. . .Bien sûr, on aurait pu hoisir d'abord la boule sur k et obtenir :forseq kforpar jforseq i. . .
⊲ Question 6 Faire tourner l'algorithme sur l'exemple ave D2.
⊲ Question 7 Faire tourner l'algorithme sur l'exemple ave D3.
⊲ Question 8 Prouver la orretion de l'algorithme. Pour ela, prouver qu'on a le droit de déplaer à l'ex-térieur et paralléliser une boule orrespondant à une ligne nulle, et préiser quelles sont les dépendanesqui sont satisfaites après le hoix d'une boule, son déplaement à l'extérieur et sa séquentialisation.
⊲ Question 9Pensez-vous que et algorithme onduise à un nombre maximal de boules parallèles ? (utiliser l'exempleave D3)
⊲ Question 10 Montrer que trouver le nombre maximal de boules parallèles est NP-omplet, par rédu-tion à partir de SET-COVER : étant donnés un ensemble X à n éléments, k sous-ensembles de X etune borne B, peut-on trouver B sous-ensembles parmi les k tels que tout élément de X appartienne à aumoins l'un de es B sous-ensembles ? On pourra supposer que la matrie ne ontient auun −.3 P-RAM : Rupture de symétrie déterministeOn veut onevoir un algorithme EREW qui permet de séletionner �beauoup� d'objets dans une listehaînée sans jamais hoisir deux objets adjaents dans la liste. Chaque objet est assoié à un proesseurmais le numéro du proesseur n'est pas relié à l'ordre des éléments dans la liste.
⊲ Question 11 Conevoir un algorithme qui permet de séletionner un nombre optimal d'objets en temps
O(log n) sur une EREW.Dans la suite on va montrer qu'il est possible d'exrtaire �beauoup� d'éléments en un temps O(log∗n)où

log∗n = min{i|login ≤ 1}Dans l'expression préédente, logi représente la omposition de i fois la fontion log. La fontion log∗a une roissane très lente, puisque log∗(265536) = 5.Nous allons maintenant préiser le sens de �beauoup� à partir de la notion d'ensemble indépendantmaximal.Dé�nition. Un ensemble de sommets V ′ d'un graphe G = (V, E) est indépendant ssi
∀(a, b) ∈ E, au plus un élément de {a, b} est dans V ′.E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert



Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�13 � MasterUn ensemble de sommets V ′ d'un graphe G = (V, E) est indépendant et maximal ssi l'ajout de toutsommet à V ′ en fait un ensemble non indépendant.Dans e qui suit, notre objetif est d'arriver à extraire un ensemble indépendant maximal de la listeen temps O(log∗n). Pour ela, on va ommener par olorier la liste (ave 6 ouleurs). On va onstruireun algorithme qui part d'une n−oloration (où la ouleur de haque objet est déterminée par la ouleurdu proesseur qui lui est assoié) et qui diminue à haque étape le nombre de ouleurs utilisées.
⊲ Question 12 Donner un algorithme astuieux pour diminuer le nombre de ouleurs utilisées tout engardant une oloration (on pourra raisonner sur le odage binaire des ouleurs).
⊲ Question 13 Pourquoi obtient-on 6 ouleurs ? Montrer qu'on obtient 6 ouleurs après O(log∗n) étapes.

E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert



Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�13 � Master4 Réponses aux exeries
⊲ Question 12, page 2Pour obtenir une oloration en un temps O(log∗n), il faut que le nombre de ouleurs néessaire rk+1soit de l'ordre de log(rk). Considérons deux n÷uds suessifs a et b à l'étape k dont les ouleurs sontrespetivement odées par

Ck(a) =< ark−1, ark−2, . . . , a0 > et Ck(b) =< brk−1, brk−2, . . . , b0 >.À l'étape k + 1, on dé�nit le odage de a par :
Ck+1(a) =<< i >, ai >où i est le plus petit indie tel que ai 6= bi et < i > le odage binaire de i. Comme i ∈ [0, rk − 1], onvéri�e que la longueur du odage binaire de i est ≤ ⌈log rk⌉. Ainsi si on note

Ck+1(a) =< ark+1−1, ark+1−2, . . . , a0 >le odage de a après la k + 1e étape, on a
rk+1 = ⌈logrk⌉ + 1Comme la ouleur d'un n÷ud est dé�nie à partir de la ouleur de son suesseur, il est néessaire dedé�nir la ouleur du dernier n÷ud d de façon partiulière, et on pose

Ck+1(d) =< 0rk+1, d0 > .Pour véri�er la orretion de l'algorithme, il su�t de véri�er qu'on obtient bien un oloriage à haqueétape, 'est-à-dire que si deux n÷uds suessifs a et b ont une ouleur di�érente à l'étape k, ils ont bienune ouleur di�érente à l'étape k + 1.Si Ck(a) et Ck(b) sont di�érents, le plus petit indie i où les deux odages di�èrent est bien dé�ni.Soit Ck+1(a) =<< i >, ai > etCk+1(b) =<< j >, bj > les odages des ouleurs de a et b après l'étape
k + 1. Si i 6= j, alors les odages sont di�érents et si i = j alors ai 6= bi par onstrution.On a don onstruit un algorithme qui permet à haque étape d'obtenir un nouveau oloriage desn÷uds de la liste.
⊲ Question 13, page 3Si rk vaut 3, on véri�e que rk+1 vaut également 3, et le nombre de ouleurs utilisées stagne. Pluspréisément, omme la position à laquelle les odages des ouleurs de deux n÷uds onséutifs peut être
0, 1 ou 2, les seuls odages qu'on peut obtenir sont < 000 >, < 001 >, < 010 >, < 011 >, < 100 >,
< 101 >, e qui onduit bien à 6 ouleurs di�érentes. Pour obtenir le 6 oloriage promis, on va utiliserl'algorithme suivant :� Tant que r ≥ 5, E�etuer une étape de l'algorithme de oloriage.� E�etuer 3 étapes de l'algorithme de oloriageLes 3 étapes �nales nous assurent qu'on obtient bien un 6−oloriage. Pour étudier la omplexité del'algorithme, il est néessaire de montrer le lemme suivant :Dans la boule Tant que on a rk ≥ 5 et rk ≤ ⌈logn⌉ + 2. Cette propriété est véri�ée de façonimmédiate pour k = 1, puisque r1 ≤ ⌈logn⌉. Supposons rk ≥ 5 et rk ≤ ⌈logkn⌉+2. On véri�e que rk+1 =

⌈log rk⌉+1 ≤ ⌈log(⌈logk n⌉+2)⌉+1 ≤ ⌈log(logk n+3)⌉+1 ≤ ⌈log(2logk n)⌉+1 ≤ ⌈log(logk n)+1⌉+1 ≤ ⌈logk+1 n⌉+2Soit m = log∗n. On véri�e que logm−1n + 2 ≤ 4 et don le nombre d'itérations de la boule Tantque est inférieure à m − 2. Le nombre d'étapes total de reoloriage de l'algorithme est m + 1.
E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert
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