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F GIH�JLK:MNMLO:MLPRQTSUQ�MWVYX'OZMNXYP[K:\]V.XYJLQ5P[KZS^S`_LMLa$PRO1V.a$K:MLX
bdc"b egfihjfik'lBmonqpsrTkut,vxwzy|{�k~}Tn���h
�L�����������	�������

ρ �����i�i����������������� �¢¡�£=¤¥����� P ¦i�?�i����§�¨�©��«ª:¬j­ � ���"�®�E�®¯�������� �?°$���W§i�®���������®�"ª1¬�� � �o¨®�E±�� ��°������ �8��§��² ª�°��"��± fP ª�¯��´³<µ��¶¨®ª·¦i��¯«ª·���"�®©·��ª�¯�¸x¤¥��� �¹�i���"ª OPT (I) ¦i�iª?¯"��¨®¦������ �����i�"�®�E��¨�ª8¬�¦º�i����§�¨�©��«ª P ����¦i��¨�­ ����¯q�
���¶��°·ª I »|���¼¬������¾½�¦j­ ¦i�¿��¨�À �����Á��Âi�EªÃ�¢� ¨�Ä¥�i� �E�®��¨ A ª�¯��<¦i�iª ρ ���¶�i�i�����������¶�"�®����¬�ª P ¯"�Zª$�s¯"ª·¦i¨®ª·�Eª·���g¯"�
∀I : fP(A(I)) 6 ρfP(OPT (I)) ¸
Å:Æ �¥��Ç�È¥ÉÃÊË�?��Ì ÂiÍ·� �"©��«ªo¬~­ �®�E�¢��¯"¯"�®§i��¨®���"Í�¡$£Î¤¥����� P ¦i���i����§�¨�©��«ªo¬~­ � ���"�®�E�®¯�������� ��°$���W§i�®���������®�"ªT¬�� ���x¨®�1±�����°$�
����� �]��§ ² ª�°����Á± fP ª�¯q�B³Wµ��¶¨®ª·¦i��¯[ª·���"�®©·��ª�¯[ª$�T¯"����� c ¦i�Lª·���"�®ª·�B��� ¯"�Á���Á±�¸�¤��~¨�ª=�i����§i¨®©·�Eª=¬�ª1¬�Í�°·�®¯"�®���N� ¯"¯"��°$�®Ío³ P ª$�
³N¨®�Nµ��¶¨®ª·¦i� c ª�¯q�=ÏÎÐd��°·���E�i¨®ª$��»j�¶¨®����¯Î����¦i�|����¦�� ρ < (c + 1)/c ��¨��j­ ª$���Ñ¯���ªE����¯|¬�ª ρ ���¶���i�"�����®�����"�®���?¬iª P � ³
�E���®��¯�½�¦iª=Ð[Ò|ÏÎÐR¡�¸
. Ó�Ô Ê¥Õ·���	���Ö�¾×«Ø$Ù�Ú�Û¢Ü�Ý"Þ·Ý=ß�ÞWÜáà�Ø�Ú�Ý"â·ÙEÞ«ãjä åáÙÎæ�Ú�ç�ç�å	è$åáßéåáÜ�Ø�ê

ÏT� ¦�¯T���¶���¢ª�¨�� ��¯����"� �®¯Î�i�"� §i¨®©·�Eª�¯oÏTÐd��°$� �«��¨�ª·��¯Î°·¨®� ¯"¯"�Ñ½ ¦�ª�¯Î½�¦i�.�¢� ¦i���"� � �oë$�"��ª:¦�����¨®�Ñ¯qÍ�¯Î����¦i�|¬�Í·�E� � ���"ª��Î¨Ñ�
¬���ì´°$¦i¨��"Í:¬iª|��� ¯B�i����§i¨®©·�Eª�¯�¬~­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·���|í
�L�����������	���ïîð��ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���¢¡$£Îòd���¶���o¬�� �i�iÍ=¦i�8ª·�¢¯qª��Z§i¨®ª I ¬�ª n �����Z§��"ª�¯ a1, . . . , an »i�"����¦iµ ª·��¦i�iª1�¢�¶�"�"���"�®���¬�ª I ª·�8¬�ª�¦��]ª���¯qª��Z§i¨®ª�¯ I1 ª$� I2 �"ª�¨®¯�½�¦iª ∑i∈I1

ai =
∑

i∈I2
ai ¸

�L�����������	���Öó¾��ô ¨��Ñ½�¦iª�¡$£|ò����¶���=¬����i��ÍZ¦i�?À �����iÂiª G = (V, E) ª·�o¦i�)ª·���"�®ª·� k »����"� ¦iµ�ª��T¦i�)¯"��¦¢¯���ª·��¯"ª·�W§i¨®ª C
¬�ª V ¬�ª|���¶�®¨�¨®ª k ��ª·¨'½�¦iª1����¦i�B����¦�� u, v ∈ C » (u, v) ∈ E ¸
�L�����������	���öõ¿��÷ ��øÎ�®�Eª·��¯"��� ���¶¨���ù?����°�Âi����À �	÷ ø|ù)¡"¡�£«òd����� �«¬����i��Í��"�����Ñ¯:ª���¯qª��Z§i¨®ª�¯ A = {a1, . . . , an} » B =
{b1, . . . , bn} ª$� C = {c1, . . . , cn} ������¯"�~½�¦j­ ¦��]ª·�¢¯qª��Z§i¨®ª F = {T1, . . . , Tp} ¬�ªT���"�®�i¨®ª$��¯B¬�ª A×B ×C »��"����¦iµ ª·�
¦i�L¯q� ¦�¯q��ª���¯qª��Z§i¨®ª F ′ ¬�ª F ��ª·¨j½�¦iªo�"� ¦���Í·¨®Í·�Eª·����¬�ª A∪B ∪C ���i���¶����úÑ�[¬��¶��¯Rª$�i��°$�"ª��«ª����[¦i�N�"���®�i¨�ª·�B¬iª F ′ ¸
bdc�û ügýdt�þTk.p�nqÿorThjy1k.ÿÎr��dÿR��k'p�rÎkurÎmTf�hjk'p�ron��:hjf�k'ÿR�¥k.p
¤¥�,¨®ª�¯x����°�Â�ª�¯x¯"�����[�®¬�ª����"�Ñ½ ¦�ª�¯Rª$�B����¬iÍ·��ª·��¬i�����"ª�¯�»�¨�ªo�i�"� §i¨®©·�EªÎª�¯��B°$¨Ñ�¶�®�"ª��«ª����x�¢� ¨�Ä¥�i� �E�®��¨�¸����]��ª·µ�����°�Âiª�»�¯q�

¨®ª�¯R��� °�Âiª�¯B¯"������¬�ª|¬i¦i�"Í�ª�¯B¬��	��Í��"ª����"ª�¯[ª·�B�®��¬�Í��¢ª���¬i��� ��ª�¯�»�¨�ª=�i����§�¨�©��«ªoª�¯q�TÏTÐd��°$� �«��¨�ª·� � �¶¦Ë¯qª���¯R±	�¶�®§i¨®ª�¡�¸iù)�¶�Ñ¯
�®¨iª$���Ñ¯���ªT¦i�iª 4/3 ���¶���i�"�����®�����"�®���Z�¢� ¦i�x°$ªÎ�i�"� §i¨®©·�Eª�»¶°·ªÎ½�¦i���¶�EÍ�¨��®����ª�¨�ª���Í�¯"¦i¨����¶��À�Í·��Í·���¶¨�����¦i��¨®ª�¯R�¶¨®À�� �"���"Âi�Eª�¯
¬�ª=¨®�®¯q�"ª:½�¦i�.¯q� � �B����¦ ² � ¦i��¯B¬�ª�¯ ñ ���¶���i�"�����®�����"�®���¢¯·¸

¤¥� ��ª�� � p ����°�Âi�®�iª�¯]�®¬iª·���"�Ñ½�¦iª�¯]ª$� n ��� °�Âiª�¯ (Ti)16i6n �®��¬�Í·��ª·�¢¬i�¶���"ª�¯·¸�
o�¾°�Âiª���°�Âiª?¬i����°?³�¬�Í��������N¦i�
� ��¬�� �i������°$ª��«ª���� σ ½�¦i�d���"�"����§i¦�ª«³N°�Â���½�¦iªZ����°�Â�ª Ti ¦��iªW��� °�Âi����ª µ(Ti) ª·�|¦��iª«¬����"ªE¬�ªE¬�Í·§�¦��=¬j­ ª·�¥Í�°$¦������ �
τ(Ti) ¯���°�Â¢�¶���Î½�¦iª:¨Ñ�]¬�¦i��Í·ªW¬�ªZ¨Ñ�E��� °�Âiª Ti ª�¯�� w(Ti) ¸

o�?°�Âiª·��°�ÂiªZ³´�«�®�i�®�E�®¯"ª·� D(σ) = max16i6n(τ(Ti) +
w(Ti)) ¸
. Ó�Ô Ê¥Õ·���	���ºî��[Û]ç���æ æiÚ�ç���Û�Ü�����Þ

Dopt < 3w(Ti)
æ�Ú���ÝBÜ�Ú���Ü

i � Ù�Ú�Û�Ü�Ý"Þ·Ý�����Þ n 6 2p
Þ·Ü�ã�Ú¶Û�Û,Þ$Ý���Û��¶ß ��Ú�Ý�åáÜ�à¥Ù�Þ

æ�Ú�ß���Û,Ú�Ù«å���ßiæiÞ·Ý�ÙEÞ·Ü�Ü��¶Û�Ü[ã Þ! ��¶ß	 ���ß�Þ$Ý"��Û<Ú�Ý"ã Ú�Û�Û#��Û# �Þ·Ù�Þ$Û¢Ü[ã�ÞEã���Ý"Ø�Þ1Ù«åáÛ�åáÙ$��ß�Þ�ê

. Ó�Ô Ê¥Õ·���	���ðó&%BÛ?çiä åáÛ�Ü�Ø·Ý"Þ�ç�ç·Þ!'´ß"ä Ú�Ý"ã Ú�Û�Û#��Û# �Þ·Ù�Þ$Û¢Ü�ã ÞWßéåÑç�Ü�ÞZç(��å*)+�¶Û�Ü�,�ã�â$ç-����ä ��Û�ÞZÙ!�. �à�åáÛ�ÞEÞ�ç�ÜBßéå	è·Ý"Þ � Ú�Û<ß���å�0/ÎÞ� $Ü�Þ1ß	�]Ü�12 �àiÞ«ã�ÞEã���Ý"Ø�Þ:Ù!�43�åáÙ$��ß®Þ�æ5��Ý�Ù«ådß�Þ$ç1Ü�1. �à�Þ�ç:Û,Ú�ÛgÞ·Û6 �Ú�Ý�ÞWÚ¶Ý"ã�Ú¶Û�Û6�¶Û6 �Ø�Þ�ç·ê87�Ø$Ý�å 9[Þ$Ý1ß"ä åáÛ�Ø��.�¶ßéåáÜ�Ø:,

D(σ) 6 Dopt +

(

p − 1

p

)

d ,

Ú�;
d
Þ$ç�Ü[ß	�Nã���Ý"Ø�ÞZã'ä ��Û�ÞZÜ�1. �à�ÞZç$ÞZÜ�Þ$Ý�Ù«åáÛ6�¶Û�Ü<'´ßqä åáÛiç�Ü���Û�Ü

D(σ)
ê=�[Û<ã�Ø�ã���åáÝ"ÞWßqä åáÛ,Ø��.�¶ßéåáÜ�Ø!,

Dopt 6 D(σ) 6

(

4

3
−

1

3p

)

Dopt .
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o�Ë°�Âiª·��°�Âiª=³W� ��¬i���i������°$ª��[��µ ª�° p ���"��°$ª�¯"¯"ª·¦���¯R�®¬iª·���"�Ñ½�¦iª�¯B¦i�Ëª���¯qª��Z§i¨®ª1¬�ª n ��� °�Âiª�¯ (Ti)16i6n ¦i���Á���¶�®�"ª�¯� ¬�ª1¬�¦i��Í·ª 1 ¡Rª·�T�"ª�¨��®Í·ª�¯B���¶��¬�ª�¯T°$� � ������������ª�¯B¬�ª1¬�Í·��ª·�¢¬i�¶��°·ª�¯ ≺ ¸

. Ó�Ô Ê¥Õ·���	���¹õ��)Ú�Û¢Ü�Ý"Þ·Ý-����ÞEã�Ø� $å	ã Þ$Ý�ã�ÞWßqä Þ�3 åÑç�Ü�Þ·Û6 �ÞEãjä ��ÛsÚ�Ý"ã Ú�Û¢Û6��Û# �Þ$Ù�Þ$Û¢ÜTã�Ú�Û¢ÜBß�ÞWÜ�Þ·ÙTæ�çWãjä Þ�3¥Ø� ���Ü�å	Ú�ÛsÞ�ç�Ü 3Þ$ç�Ü ��ÛEæ,Ý"Ú�è·ß�â·ÙEÞ��	��
0 �Ú¶ÙTæ,ß�Þ·Ü�ê
��� ��¬��Ñ°·������� � íi���L�¢� ¦i�����«¯qª=���¶�Eª·��ª·�T�¶¦L�i����§i¨®©·�Eª1¬�ª1¨Ñ�E°$¨®�®½�¦iª ¸ �

. Ó�Ô Ê¥Õ·���	�������[Û ��Ü�åáßéåÑç��¶Û�Ü[ß�Þ:Ü�àiØ�Ú¶Ý"â$Ù�Þ«ãjä åáÙÎæiÚ�ç�ç�å	è·åáßéåáÜ�Ø � ã�Ú¶Û�Û�Þ·ÝZã�Þ$ç:Ý"Ø$ç(��ßéÜ��¶Ü	ç:ãjä Þ�3 åÑç�Ü�Þ·Û6 �ÞWÚ��?ãjä åáÛ�Þ�3 åÑç�Ü�Þ·Û6 �Þã'ä ��ß ��Ú�Ý�åáÜ�à¥Ù�Þ�çEãjä ��æ æ�Ý"Ú43 åáÙ!�¶Ü�å	Ú¶Û]æ�Ú���Ý  �Þ�æ�Ý"Ú è$ß®â$Ù�ÞEãjä Ú�Ý�ã�Ú�Û¢Û6�¶Û6 �Þ$Ù�Þ·Û�Ü�ê

� GIH�JLK:MNMLO:MLPRQTSUQ�MWVYO��:Q�P P[KZS^S`_LMNa$P[O=V.a·K:MNX
ûBc"b �Ãf�rÎvxÿÎÿ ��ÿot,k'wzk'ÿR�ðr��	mÎÿ���f5��y|þTk������! "4�#�xk't t,vxwIwömoÿÎnqt#���in�vRÿÎp%$

T1 T2 · · · · · · Ti · · · · · · Tn

T0

d1

w1

d2

w2

di

wi

dn

wn

&�')(+*-,/.10 ���¶�iÂ�ª=¬iª32H
54�6¼³ n ��¨Ñ¯·¸
�L�����������	���7�g� 2 
54�6 ³ n ��¨Ñ¯�¡�£98T�EÀ����¶��Âiª92H
54�6 ³ n ��¨Ñ¯dª�¯���¦i��À �����iÂiªB¬�ªB��� °�Âiª�¯x³ n+1 �;:1¦�¬i¯�Í$�"�Ñ½�¦iª$��Í�¯
����� T0, T1, · · · , Tn ».°·���E�Eª´�®¨�¨®¦�¯q�"��Í!��À�¦i��ª , ¸ � ¨xÄ �Ë¦i�iª]���"ë·�"ª�ª�� ���"ª]¨�ª´�%:1¦�¬ T0 ª$�W°�Â�� °$¦i�Ã¬iª]¯qª�¯8��¨Ñ¯ Ti »
1 6 i 6 n ¸ ô Â���½�¦iªR�;:1¦�¬Z�¢��¯"¯"©�¬�ª[¦i�W�¢� �®¬i¯ wi ½�¦i�¥��ª·�i��Í�¯"ª·���"ªx¨�ªR�"ª��«�¢¯d¬�ªx�������Á��ª·�Eª·����¬�ªR¨Ñ�Î����°�Â�ª Ti ¸ ô Â�� ½�¦iª���"ë·�"ª (T0, Ti) ��� ¯�¯q©�¬�ª1�¶¦�¯�¯"�j¦i�Ë�¢� �®¬�¯Î°$� �"��ª�¯"������¬i�����B��¦Lµ ��¨®¦i�Eª1¬�ªZ¬�� �i�iÍ·ª�¯BÍ�°�Â����iÀ�Í�ª�¯ di ¯"�j¨®�«����°�Âiª T0 ª·�¨Ñ�W����°�Â�ª Ti �iª1¯"����������¯[�������Á��Í·ª�¯�¯q¦i��¨®ª1�Eë·�Eª1�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¸


o�E¯q¦i���¢��¯qªB¬~­ �¶§�����¬Z¬��Ñ¯q��� ¯"ª·�d¬~­ ¦i�iª��®� �����Á��ÍB¬iª[���"��°$ª�¯"¯"ª·¦���¯.�®¬iª·���"�Ñ½�¦iª�¯�ª·���W¦i¨��"���������"� � ½�¦i����ª·¦iµ ª·���d���i���"�®ª·�
�i¨®¦�¯"��ª�¦i��¯Bª·�¥µ�� �®¯B¯"���W¦i¨Á���¶�iÍ�¯�¡$¸ 
o�L¬iÍ����i���Î¨®ª=�i�"� §i¨®©·�Eª1¬~­ � ���"�®�E�®¯�������� �L¯"¦i�®µ��¶���:í
�L�����������	���=< � 2 
54�6|��¤ ô
> �xøÎ� ∞ �

G ¡"¡�£:ò����¶���:¬�� �i�iÍE¦i�<À����¶�iÂiª?2H
54�6 G ³ n ��¨Ñ¯=ª$�1¦i�)ª���¯"ª·�Z§�¨�ªE�®� ���i�
¬�ª|�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¯��Ñ¬�ª·�����®½�¦iª�¯·»�½�¦iª·¨®¨®ªoª�¯��B¨®�«¬�¦i��Í·ª=¬�ª|¨�­ ����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� � σ ½�¦i�,�E�������E�Ñ¯qª=¨®ªÎ��ª·�E��¯B¬~­ ª$��Í�°·¦��"�®���/@
. Ó�Ô Ê¥Õ·���	���A<�×«Ú�Û�Û,Þ$Ý"��Û ��ß ��Ú�Ý�åáÜ�à¥Ù�ÞTæiÚ¶ß���Û�Ú¶ÙWå��¶ß.Ý"Ø$ç·Ú�ß�)���Û¢ÜCB�%ED�FG
IHKJ�L �d×�


∞
ê


o�Ë¯·­ ������Í·��ª�¯�¯qª=���¶�®���"ª·�¢�¶���T�¶¦L�«ë��Eª1�i�"� §i¨®©·�Eª1��µ�ª�°o¦i�Ë�i� �Z§i��ªo§������iÍ1¬�ª1�i����°$ª�¯"¯"ª·¦i��¯|í
�L�����������	����Mu� 2H
54/6|��¤ ô
> �xøÎ�IN�
58ÎÏoø �Rø � G » p ¡"¡�£«òd�������Z¬����i��Í�¦i� À����¶�iÂiªO2 
54�6 G ³ n ��¨Ñ¯1ª$�:¦��<ª����
¯"ª·�W§i¨�ªË¬�ª p �i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i��¯Z�®¬iª·���"�Ñ½�¦iª�¯�»�½�¦iª·¨®¨�ªLª�¯q��¨®�<¬�¦i��Í·ªË¬�ªË¨�­ � ��¬�� �i������°$ª��«ª���� σ ½�¦i�B�E�������E�Ñ¯qªË¨®ªN��ª·�E��¯
¬~­ ª$��Í�°$¦������ �/@
. Ó�Ô Ê¥Õ·���	����MP�)Ú�Û¢Ü�Ý"Þ·Ý<����ÞRß�Þjæ�Ý"Ú è$ß®â$Ù�ÞTã�Þ�ã Ø� $åÑç�å	Ú�Û ��ç�ç·ÚS $å	Ø '�B�%ED�FG
IHKJ�L �d×�
RQ %GS#�Î×8�d×¾Þ$ç�ÜT�5�

0 �Ú�ÙÎæ�ß�Þ·Ü�ê


o�L�"ª�µ��®ª·����ª·� ���8�¶¦L�i�"� §i¨®©·�Eª1��µ�ª�°|¦i��ª|�®� �����Á��ÍZ¬�ª=�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i��¯R�Ñ¬�ª�� ���®½�¦iª�¯·»������®¯B� �Ë¯"¦i�i��� ¯"ª1¬�Í�¯"�������¶�Ñ¯
½�¦j­ ¦i�L�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i�B�iª1�¢ª�¦��Î°$� �E�Z¦i�i�Ñ½�¦iª·�T½�¦j­ ��µ�ª�°Î¦��Ë¯"ª·¦�¨~�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i��³E¨®�W±����Ñ¯ � �E��¬�©�¨�ª 1 �������"��¡$¸
�L�����������	���VU � 2H
54�6|��¤ ô
> �RøT� , ��Ð<
54 Ì � ∞ �

G ¡"¡�£Bòd�������R¬������iÍ�¦i��À����¶��Âiª92H
54�6 G ³ n ��¨Ñ¯dª$�R¦i��ª·��¯"ª·�W§i¨®ª
�®� ���i�.¬�ª:�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¯ , ���¢� �q���Ñ¬�ª·���"�Ñ½�¦iª�¯�»�½�¦iª�¨�¨®ª:ª�¯q�T¨Ñ��¬�¦i��Í·ª:¬�ª1¨�­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·��� σ ½�¦i�'�«�®�i�®�E�®¯"ª:¨®ª=�"ª·�E��¯
¬~­ ª$��Í�°$¦������ �/@
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. Ó�Ô Ê¥Õ·���	���AU�×«Ø$Ù�Ú�Û¢Ü�Ý"Þ·Ý ����Þgß�Þ]æ�Ý"Ú è$ß®â$Ù�Þsã�Þsã Ø� ·åÑç�å	Ú�Û ��ç�ç·ÚS $å	Ø ' B�%CD/F�
IH-J�L �d×�
 � 
R� %ED�� 


∞
Þ$ç�Ü3�5�



 �Ú�ÙÎæ�ß®Þ$Ü�ê�� � �¢¬��®°�������� �ïí'��� ����¦i�����L¯"ª´���¶�Eª·��ª·�:³ ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®�������x½�»j¦i��ª´µ��¶���®��� ��ª�¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���<���s¨®ª�¯:¬iª·¦��
�����q���Á����� ��¯B¬����®µ�ª�������µ ���®�B¨�ª=�Eë·�Eª:°·����¬i������¨�¸ �

>=? @BA�C2D(D(E:F�GH?�IBJ4K.J4L0M�N2O5F4P<? Q�E�RSJST�U



���������	� 
���
��������������������������������� "!������$# %'&)(�*,+.-0/1��2�
����� �����<K:MNX.Q�XIO:_�� Q��´QBH�P[a$P[Q�X

. 	 mTk.p��inqvxÿ b�
|y � ��k b
¤¥¦i���¢��¯q� ��¯d½�¦j­ �®¨iª·�¥�Ñ¯q�"ªB¦i���¶¨®À�� �"���"Âi�Eª[�¢� ¨�Ä¥�i� �E�®��¨ A ½�¦i�¢¯q� �Á�d¦i�iª ρ �����i�i�����¥�®��������� �:�¢� ¦i� P ��µ�ª�° ρ < (c+

1)/c ¸¶¤¥� �Á� I ¦i�iªB�®��¯q���¶�¢°$ªB¬�ª P ¸�¤�� fP(OPT (I)) 6 c »��¶¨®����¯ fP(A(I)) 6 ρfP(OPT (I)) < c+1
c

fP(OPT (I)) <
c + 1 »�¬�� ��° fP(A(I)) 6 c ¸
�T�®��¯"��»�¨�­ �¶¨®À��������"Âi�EªT±�� ¦i���i�Á��¦i��ª=¯"��¨®¦������ �L¬�ªo������¨®¨®ª|�®��±�Í��"�®ª·¦i��ª=³ c ½�¦��¶��¬]¨�­ ���i�"�®�E��¨
ª�¯��Î¬�ª:���¶�®¨®¨�ª1�®��±�Í·���®ª·¦i��ª:³ c ª$��»�¬i�¶�¢¯�¨�ª:°���¯T°·�����"���¶�®��ª�»¥±���¦��"�i���T�iÍ�°$ª�¯�¯��¶�®�"ª��«ª����B¦��iªZ¯"��¨®¦��"�®���8¬�� � �T¨Ñ�«������¨®¨®ª1ª�¯q�
¯"¦i��Í·����ª�¦i�"ª�¯q�"���®°$�"ª��«ª����R³ c ¸ � ¨��¢ª�¦��[¬�� ��°Bë$���"ª�¦i�"�®¨��Ñ¯qÍÎ�¢� ¦i�R¬�Í�°$�Ñ¬�ª·�R¯·­ ��¨�ª$���®¯q�"ªÎ¦i�iªT¯"��¨®¦��"�®����¬�ª����¶�®¨�¨®ªT�®��±�Í·���®ª·¦i��ª
� ¦NÍ�À �¶¨®ª=³ c »i°$ª:½�¦i�~�®�E�i¨��Ñ½�¦iª:½�¦iª1Ð[Ò|ÏÎÐ�¸

. 	 mTk.p��inqvxÿ û�
|y � ��k b
¤¥� Dopt < 3w(Ti) �¢� ¦i�T����¦�� i »¢�¶¨®����¯T°�Â�� ½�¦iª:����°�Âi�®�iªZ°��¶¨Ñ°$¦i¨®ªZ��¦8�i¨�¦¢¯ 2 ����°�Âiª�¯Î¬i����¯T¨�­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·���

� ���"�®���¶¨�ª$�B���]�W¬�����° n 6 2p ¸¥¤,­ �®¨¢Ä´� n = 2p−h ��� °�Âiª�¯�»�¦i�]� ��¬�� �i������°$ª��«ª����x������������¨�°·����¯"�®¯q�"ª|³:�i¨Ñ��°·ª·�R¨�ª�¯
h ����°�Âiª�¯R¨®ª�¯B��¨�¦�¯B¨®����À�¦iª�¯[¯"ª·¦�¨�ª�¯�¯q¦i�B¨®ª�¯ h �i��ª·�E�®©·��ª�¯[����°�Âi�®�iª�¯Rª·�Î³Z��¨®� °$ª·�B¨®ª�¯ 2(p− h) ����°�Âiª�¯[�"ª�¯����¶���"ª�¯[¯"¦i�
¨®ª�¯ p−h �E� °�Âi�®�iª�¯x�"ª�¯����¶���"ª�¯dª·�´¨®ª�¯RÀ�����¦����¶���x¬�ª�¦������¶�[¬�ª·¦�� � ¨®�Z�i¨�¦¢¯x¨®���iÀ ¦iªÎ��µ ª�°�¨Ñ�1�i¨®¦�¯[°$��¦��q��ª�»�¨Ñ�Z¯"ª�°·����¬iª
�i¨®¦�¯B¨®���iÀ ¦iª1��µ�ª�°Î¨Ñ�E¯qª�°$���¢¬�ª=�i¨�¦¢¯T°$� ¦i�q��ª�»�ª·�Î�¶�®��¯q�j¬iª=¯"¦i���"ª�¡�¸

Ð���¦i�=¨®ªW�E� � ���"ª���»,°$� ��¯"�®¬�Í��"� ��¯o¦i�)� ��¬�� �i������°$ª��«ª����o���i�"�®�E��¨�¸=
o�<� 2p − h ��� °�Âiª�¯|³]��Í·�¢�¶�"�"�®�o¯"¦i� p �i���¶�
°·ª�¯�¯qª�¦i��¯[��µ�ª�°Î��¦]�i¨®¦�¯ 2 ����°�Â�ª�¯[���¶�[�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¯·¸ � ¨~Ä´�«¬�����°|ª·��� °���ª·�Eª·��� h ����°�Âiª�¯[¯"ª·¦�¨�ª�¯[¯"¦i�B¦i�L�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i��¸

o�º��ª·¦��´����¦ ² � ¦i��¯EÍ�°�Â����iÀ�ª��´°$ª�¯�����°�Â�ª�¯���µ�ª�°L¨�ª�¯ h ��� °�Âiª�¯´¨�ª�¯��i¨®¦�¯�¨®���iÀ ¦iª�¯´¯��¶�¢¯��¶¦iÀ �«ª����"ª·��¨Ñ�s¬�¦i��Í·ª?¬iª
¨�­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·����¸ ô � ��¯"�®¬�Í��"� ��¯d���¶�®���"ª����¶���[¬iª·¦��E�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i��¯d�"ª�¯q�����¢¯"��§i¨�ª�¯�°�Â�� °$¦i�]¬iªÎ¨�­ ª·�¥Í�°$¦������ �´¬�ªo¬iª·¦��
����°�Âiª�¯ {Ti1 , Ti2} ª$� {Tj1 , Tj2} »¢� � Ti1 ª�¯q�o�i¨®¦�¯|¨�� �iÀ�¦�ªZ½�¦iª Ti2 ª·� Tj1 �i¨�¦¢¯o¨®����À�¦iª«½ ¦�ª Tj2 ¸j¤¥� Ti1 ª�¯q�o��¨�¦�¯¨®���iÀ ¦iªW½�¦iª Tj1 ª$�1½�¦iª Ti2 ª�¯��1�i¨®¦�¯|¨®���iÀ ¦iªW½�¦iª Tj2 »~��¨�� ��¯o���g�¢ª�¦��1Í�°�Â����iÀ�ª�� Ti2 ª$� Tj2 ¯"����¯=�¶¦iÀ �Eª·���"ª��o¨Ñ�¬�¦��"Í�ªT¬�ªT¨�­ � ��¬�� �i������°$ª��«ª�����¸�øo����°Î¯q�i� ������¬������iª�¨�ª�¯d�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¯d¬�ª�±	���$���´³1°·ªÎ½�¦iªT¨®ª�¯�¬i¦i�"Í�ª�¯R¬�ª�¯ Ti1 ¯"���®ª·���°·�"� �®¯�¯"�����"ª�¯�»¥�¶¨®����¯B¨�ª�¯T¬�¦i��Í·ª�¯�¬�ª Ti2 ¯"�����Î¬�Í�°$�����Ñ¯"¯��¶���"ª�¯·¸ ô ª�°$�j�E�������"ª1½�¦iª1¨�­ � ��¬�� �i������°$ª��«ª�����¬iÍ�°$�����Tª�¯q�T§i��ª��� ���"�®���¶¨�¸

. 	 mTk.p��inqvxÿ ��
|y � ��k b

o�8µ���¯q¦��i�¢��¯qª��Î½�¦iª1¨®ª�¯�����°�Âiª�¯T¯"�������"����Í�ª�¯��¢�¶�T� ��¬���ª1°$�����Ñ¯"¯��¶���T¬�ª:¬�¦��"Í�ª�¸�¤������ Tj ¨Ñ�«��� °�Âiª:¯qª=��ª·���E���������ª�� ¬iª·���i��ª���¸ 
o�s� D(σ) = τ(Tj) + w(Tj) ¸��T¦�°·¦i�Ã¬�ª�¯1�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i��¯o��ª´¯·­ �¶���"ë·�"ª�¬�� ��°�¬�ªE�"����µ��¶�®¨�¨®ª·�1��µ��¶���:¨Ñ�¬i�¶�"ª τ(Tj) »¢¯"�®�i���Ë���8��¦i�����Á�Î� ¯"¯"�®À��iÍ1°$ª·�q��ª1��� °�Âiª:³E¦i�?�¶¦i�"��ª1�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i��¸ Ì ��¦¢¯�¨�ª�¯T�i����°$ª�¯"¯"ª·¦i��¯[�����Î¬�� ��°8���i�¬�ª:�"���¶���"ª·�Î¨�ª�¦i��¯�����°�Â�ª�¯T���i�"©�¯�¨Ñ��¬i����ª τ(Tj) »¢°$ªW½ ¦��.¯"��À �i� �¢ª:½ ¦�ª ∑i6=j w(Ti) > p.τ(Tj) = p(D(σ) − w(Tj)) ¸


o�Ë�E¬�����° D(σ) 6 1
p

(

∑

i6=j w(Ti)
)

+ w(Tj) »�°$ª:½�¦i�'���E�i¨®�®½�¦iª1½�¦iª

D(σ) 6
1

p

∑

i

w(Ti) +

(

p − 1

p

)

w(Tj) 6 Dopt +

(

p − 1

p

)

w(Tj).

4T���®¯"���i������¯Î�E��������ª·����� �|���¶�o¨�­ �¶§¢¯q¦i��¬�ªWª·�)¯"¦i�i��� ¯��¶���|½�¦iª D(σ) >
(

4
3 − 1

3p

)

Dopt ¸6���g°·���Z§����������|°$ª·�q��ª
�®�iÍ·À��¶¨®�Á��Í1��µ�ª�°o¨Ñ�W���"Í�°$Í�¬iª·���"ª »����L��§�����ª�� �

Dopt +

(

p − 1

p

)

w(Tj) >

(

4

3
−

1

3p

)

Dopt »¢¯q� �Á� Dopt < 3w(Tj) .

¤¥� Tj ª�¯q�Z¨Ñ�L��� °�Âiª�¨®�Ë��¨�¦�¯W°$� ¦i�q��ª � °�­ ª�¯��"��³¶��¬��®��ªE¯"� j = n ¡�»��¶¨®����¯=ª·� ¦�����¨®�®¯��¶���Z¨®ª´��Í�¯"¦i¨������Z¬iª�¨®�?½�¦iª�¯������ �
�i��Í�°·Í�¬�ª����"ª´� ���¶���"�®µ�ªN³?¦i�iªL�¶§�¯"¦i��¬����"Í�¸H���¹ª��,ª$��»�¨�­ ��¨�À �����Á��Âi�Eª]¬�ªN¨®�g½ ¦�ª�¯q�"�®���Ã�i��Í�°·Í�¬�ª����"ª]�'­ ª�¯����¶¦����"ªN½ ¦�ª
¨�­ ��¨�À �����Á��Âi�Eª:¬�ª:¨®�®¯q�"ªW�i������� ¯"Í1�®°·�.ª·�T±���¦i���i���|¬�� ��°1¦i�)����¬����i�¢�¶��°·ª·�Eª·���T���i�"�®�E��¨�»�°$ªZ½�¦i��°$� ���"��ª�¬����Î¨�­ �®�iÍ·À��¶¨®�Á��Í
D(σ) >

(

4
3 − 1

3p

)

Dopt ¸
¤¥�1°$ª<�j­ ª�¯q�L�¢��¯L¨�ª °·� ¯]� �Ö��ª·¦��Ë±	������ª)¨®ªg�Eë��«ª<���¶�Ñ¯q� �i�iª·�Eª�� �Lª·� �iª<°·����¯"�Ñ¬�Í·���¶���L½�¦iª T1, . . . , Tj ¸<�x�ª���ª·��»,¨�­ ����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� � σ′ ¬�Í��¢�i�d�¢� ¦i�1°$ªE¯q� ¦�¯q��ª���¯qª��Z§i¨®ªZ�¢�¶�|¨®�N�i���¥°·Í�¬�¦��"ª«¬�ªW¨�­ Í·�i� ��°$Í«�j­ ª�¯q�1��¦��"��ªW½�¦iªE¨Ñ�

��ª�¯q�"���®°$�"�®���?¬�ª σ ³]°·ªW¯"��¦�¯q��ª���¯"ª·�Z§�¨�ª ¸ � ¨��]¬�� ��°1¨Ñ�´�Eë·�EªE¬�¦i��Í·ª:ª·�|¨®ª Dopt °·�����"ª�¯q������¬��¶���Tª�¯q�o�i¨®¦�¯o�¢ª·�"���|� ¦Í�À �¶¨�¸��x­ �®�iÍ�À �¶¨®���"Í:�j­ ª�¯q�|¬i����°Z����¯Îµ�Í·���	��Í·ª:�����?�i¨®¦�¯o�¢� ¦i�=°$ª$�|ª·��¯"ª·�W§i¨®ªW¬�ªZ����°�Â�ª�¯�¸5���g�"ª��E����½�¦������Tª·� ���g½ ¦�ª
¨�­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·���R±�� ¦i���i�j������¨�­ �¶¨®À�� �"���"Âi�Eª1¬�ª1¨Ñ�E½ ¦�ª�¯q�"�®���Ë�i��Í�°$Í�¬�ª·����ª|�'­ ª�¯��Î��¦��"��ª1½ ¦�ª σ′ »����Ëª·�8¬�Í�¬�¦i���Î½ ¦�ª
σ′ ª�¯��Î¬i����°|���i�"�®�E��¨~�¢� ¦i� T1, . . . , Tj »�°$ª1½�¦i�jª�¯��T��§�¯q¦���¬�ª=����¦i��¨Ñ�E�Eë·�Eª=�����®¯"���L½�¦iª1�i��Í�°$Í�¬�ª·�E�Eª·����¸

>=? @BA�C2D(D(E:F�GH?�IBJ4K.J4L0M�N2O5F4P<? Q�E�RSJST�U



���������	� 
���
��������������������������������� "!������$# %'&)(�*,+.-0/1��2�
����
. 	 mTk.p��inqvxÿ�� 
|y � ��k b

¤¥� �Á� G = (V, E) ¦i�ðÀ����¶��Âiª]ª·� k ¦i�¹ª·���"�®ª·�����¶�"¦i��ª·¨�¸ 
o�¹¬�� �Á�´¬�Í����i�®�E¦i�iªË���¢¯����¶��°·ª I(G,k) ����¦i�E�i���"��ª�i����§�¨�©��«ª«¬~­ ����¬����i�¢�¶��°·ª·�Eª·���Î��ª·¨d½�¦j­ ��¨dª·�¥�Ñ¯q�"ªZ¦��iª�°$¨®�®½�¦iªE¬�ªW���¶�®¨®¨�ª k ¬i����¯ G ¯q��ª·�1¯"ª·¦�¨�ª��«ª����=¯"����¨�ª$���Ñ¯���ªW¦��
� ��¬�� �i������°$ª��«ª����B¬�ª I(G,k) ¬�ª1¬�¦i��Í·ª 3 ¸

øoÍ����i�Ñ¯�¯q� ��¯=¨�ª�¯:½�¦��¶�����Á��Í�¯1¯"¦i��µ���� ��ª�¯Eí k̄ = |V | − k » l = 1
2k(k − 1) ª$� l̄ = |E| − l ¸'ÏT���"��ª«�®��¯q������°$ª�¯"ª·���

°·���E�¢��¯qÍ�ª1¬�ª p = max(k, k̄ + l, l̄) + 1 �i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i��¯Bª·�o¬�ª n = 3p ����°�Âiª�¯·¸�� ����¦��|¯q� �«�Eª·� v ¬�ª V ���8��¯�¯q��°·��ª
¦i��ªW����°�Âiª Jv »'ª$�Z³N�"� ¦��"ª´���"ë·�"ª e ¬�ª E »j� �<� ¯"¯"��°$�®ªW¦��iªE��� °�Âiª Ke ¸ �'ª�¯1��ª·¨Ñ������� ��¯|ª·���"��ª�°$ª�¯|����°�Âiª�¯1¯q� ���=¨®ª�¯¯"¦i�®µ������"ª�¯Wíj¯"��¬iª·¦��g¯"���E�Eª$��¯ u ª·� v ¯q� � �=��ª·¨®��Í�¯o�����|¦��iª��¶��ë$�"ª e �¶¨®����¯ Ju ≺ Ke ª$� Jv ≺ Ke ¸~ÏT� ¦�¯1�¶¦��"� ��¯Í�À �¶¨®ª·�Eª�� �R§¢ª�¯q� ���]¬iªÎ����°�Âiª�¯�±	� °��"�Ñ°$ª�¯ (Xx)16x6p−k » (Yy)16y6p−l−k̄ ª$� (Zz)16z6p−l̄ ¸ ô ¨®������ª·�Eª�� ��» ¨Ñ�1���¶�®¨�¨®ªo¬iª¨�­ �®��¯q������°$ª1�¶�®��¯"�j°$� ��¯����"¦��Á��ª|ª�¯��T����¨®Ä¥�i���E�Ñ�¶¨®ªoª��Ë¨®�W������¨®¨®ª:¬�ª=¨�­ ���¢¯����¶��°·ª1���i���"�Ñ�¶¨®ª�¸

ù8� � ���"� ��¯T½�¦j­ ��¨�ª$���Ñ¯���ª:¦i�iªW°$¨®�®½�¦iª«¬�ª1������¨®¨®ª k ¬i����¯ G ¯"�'ª$�=¯qª�¦i¨®ª·�Eª·���o¯�­ �®¨'ª·���®¯q�"ª:¦��?����¬��������¶��°·ª·�Eª·���Î¬�ª
I(G,k) ¬�ª:¬�¦i��Í·ª 3 ¸
⇒ ¤�¦i�i��� ¯"����¯[½�¦j­ �®¨~ª$���Ñ¯���ªo¦��iª|°·¨��Ñ½�¦iª1¬�ªo���¶�®¨®¨�ª k ¬i����¯ G ¸ �T¨®����¯R�®¨,ª�¯q���¢��¯"¯"��§�¨�ª=¬�ª|�¢��¯q���"�®���i��ª·�B¨�ª�¯ k ��� °�Âiª�¯

°$������ª�¯"�¢� ��¬i�¶���.��¦��Z¯"���E�Eª$��¯�¬�ªB¨Ñ�o°·¨��Ñ½�¦iªB�¶�®��¯q��½�¦iªB¨�­ �®���"Í·À ����¨����"Í[¬�ª�¯ (Xx)16x6p−k ¯"¦i��¨�ª�¯ p �i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¯
�¶¦|�"ª��«�¢¯ t = [0, 1] ¸4
o�1��ª·¦��.ª·��¯"¦i���"ª��i¨Ñ��°·ª·�j��¦o��ª·�E��¯ t = [1, 2] ¨®ª�¯ l ��� °�Âiª�¯~°·�����"ª�¯q������¬��¶���j�¶¦��=�¶��ë$�"ª�¯~¬�ª
¨®�:°·¨��Ñ½�¦iª�»�¨®ª�¯ k̄ ����°�Â�ª�¯x°·�����"ª�¯q�����¢¬i�¶�����¶¦���¯"���E�Eª$��¯x�"ª�¯����¶����¯R�¶�®��¯"�¢½�¦iªÎ¨�­ �����"Í�À����¶¨®�Á��ÍT¬�ª�¯ (Yy)16y6p−l−k̄�"��¦i�Tª·�Ë�"ª�¯q��ª�°$����� ��¨®ª�¯T°·�����"���¶�®���"ª�¯[¬iª:¬�Í·��ª·��¬��¶��°·ª�¯�¸ ��� ���'»����L��ª·¦��Î��¨®� °$ª·�T��¦]��ª·�E��¯ t = [2, 3] ����¦���ª�¯
¨�ª�¯[��¦��"��ª�¯R����°�Âiª�¯·»¥°¶­ ª�¯q�q��³���¬��®�"ªo¨�ª�¯ l̄ ��� °�Âiª�¯B°·�����"ª�¯q������¬��¶���R�¶¦i�]�¶��ë$�"ª�¯x�'­ ���i���¶�"�"ª����¶���B����¯B³W¨®�«°$¨®�Ñ½ ¦�ªoª·�
¨�­ ������Í·À����¶¨®���"Í1¬�ª�¯ (Zz)16z6p−l̄ ¸

⇐ ¤�¦i�i��� ¯"����¯=½�¦j­ ��¨�ª·���®¯q�"ªE¦i� ����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� �1¬�ª´¬�¦��"Í�ª 3 ¸ �T¨®����¯·»,ª·� ���¶�Ñ¯q� �g¬�ª�¯1¬�Í·��ª·�¢¬i�¶��°·ª�¯=ª�� ���"ªE¨®ª�¯
����°�Â�ª�¯[¬�ªÎ��Ä¥��ª X » Y »�ª·� Z »¥¨�­ �®� ��Í·À ����¨����"Í|¬�ª�¯ (Xx)16x6p−k ¬i�����[ë·�"��ªo� ��¬�� �i������°$Í�ªÎ�¶¦���ª·�E��¯ t = [0, 1] »
¨�ª�¯|����°�Â�ª�¯ (Yy)16y6p−l−k̄ ��¦)��ª·�E��¯ t = [1, 2] ª$�:¨®ª�¯|��� °�Âiª�¯ (Zz)16z6p−l̄ ��¦)��ª·�E��¯ t = [2, 3] ¸~ò����¶���
¬����i��ÍË½�¦j­ �®¨TÄ�� p �i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i��¯Zª·� 3p ����°�Â�ª�¯�» k ��� °�Âiª�¯�°·�����"ª�¯q�����¢¬i�¶���«³ ¬�ª�¯´¯"���E�Eª$��¯�¬i���®µ�ª·����ë$���"ª
����¬����i�¢�¶��°·Í·ª�¯x�¶¦���ª·�E��¯ t = [0, 1] ¸��'ª�¯x����°�Â�ª�¯ Y �¥°�°$¦i�¢�¶��� p− l− k̄ �i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i��¯·» ���´¬�� �Á�R�"����¦iµ ª·� k̄ + l
����°�Â�ª�¯T�¢�¶���«�.¨�ª�¯�����°�Âiª�¯Î¬�ªZ¯"���E�Eª$��¯Îª·�o¬~­ �¶��ë$��ª�¯T� ��¬i���i����� �·��§i¨®ª�¯��¶¦Ë��ª·�E��¯ t = [1, 2] ¸ � ¨.ÄË�´¬�� ��°:�¶¦
�«� ���¢¯ l ��� °�Âiª�¯�� ¯"¯"��°$�®Í·ª�¯�³´¬�ª�¯Î�¶��ë$�"ª�¯�����¬�� �i���¶�¢°$Í·ª�¯B�¶¦Ë�"ª��E��¯ t = [1, 2] »�°·ª:½ ¦��.¯"��À �i� �¢ª:½ ¦'­ �®¨'ÄË�E¦i�iª
°$¨®�®½�¦iª:¬�ª|���¶�®¨�¨®ª k ¬��¶��¯B¨®ª1À����¶�iÂ�ª G ¸
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��� ¦��"�®¨®�®¯��¶��� ¨�ª �"Â�Í·����©·�Eª , » ��� �«� ���"��ª ½�¦j­ ��¨ï�'­ ª·�¥�Ñ¯q�"ª ����¯I¬�ª ρ ���¶���i�"�����®�����"�®���Ë����¦i� ρ < 4/3 ¯"�

P 6= NP ¸ ô ªd��Ä¥�¢ª[¬�ªx��Í�¯"¦i¨����¶�'�j­ ª·�E�¢ë�°�ÂiªR°·ª·��ª·��¬��¶���'��� ¯'¨�­ ª·���®¯q�"ª���°$ªx¬j­ ¦i�W�¶¨®À��������"Âi�Eªd����¨®Ä������E�®��¨¶±�� ¦i�"���®¯�¯"�����
¬�ª�¯j� ��¬�� �i������°$ª��«ª�����¯j½�¦i�¥¯q� ��ª�����»����¶�.ª$��ª·�E�i¨®ª�»��i�"��°�Âiª�¯'³Î¦i�iªxµ���¨�ª�¦i�.°·����¯q����� ��ªx¬�ªR¨�­ ���������W¦i����¸�Ðd�¶�.°·�����"��ª�»�¯q�
¨®ªR���"� §i¨�©��Eªx��� ¯�¯qÍ�¬i�¶���.¨Ñ�Î���"� �i�"�®Í$��ÍR¬�ª[��� ¯"¯��¶À ªx³Î¨�­ Í�°�Âiª�¨�¨®ª�»����W�¢� ¦i�"���¶���.��ª·�i±�����°$ª·�.�i�¶���"ª[��Í�¯"¦i¨Á������¬~­ �®�iª·�¥�Ñ¯q�"ª·�¢°$ª�¸ô ª=�j­ ª�¯q���E��¨�Â�ª·¦i��ª·¦�¯"ª·�Eª�� ����� ¯B�¶¦�¯�¯q�j¯"�®�«��¨�ª1½�¦j­ ��¨j�'­ Ä´�¢�¶����úÑ��¸ �jª�¯[����°�Â�ª�¯�¯"�����[¦��i�Á���¶�®�"ª�¯Bª$�T�®¨~ª�¯q�����E��� ¯�¯q�®§i¨®ª
¬�ªW°�Â��¶�iÀ ª·��¨®ª·¦i�o¬�¦i��Í·ª:����¦i�|�¶¦iÀ �Eª·���"ª��T°$ª·¨®¨®ªZ¬�ª:¨�­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·����¸ � ¨'±	�¶¦��|¬�����°:�i�"��°·Í�¬�ª��Î�¶¦����"ª��Eª·����¸¢¤������
I = (T ,≺) ¦i�iªZ����¯q������°$ª1¬�ªZ�i�¶���"ª=�i����§i¨®©·�Eª:¬~­ ����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� ��ª·� k ¦��8ª·���"�®ª·��¸ ô ���¢¯����"¦i�Ñ¯"����¯B¦i��ª1�i��¦iµ ª·¨®¨�ª
�®��¯q���¶�¢°$ª I(k) °$� ��¯����Á��¦iÍ·ªE¬�ª k °·���i�®ª�¯ T1, T2, . . . , Tk ¬�ª T �¶�®��¯"��½�¦iªE¬�ª k − 1 ����°�Âiª�¯ J1, . . . , Jk−1 ¸~¤�� u ª·� v
¯"�����o¬i����¯ Ti �¶¨®����¯ u ≺(k) v ¯"�.ª·�|¯"ª·¦i¨®ª·�Eª·���=¯q� u ≺ v ¸,øÎªW�i¨®¦�¯·» ∀i∀v ∈ Ti : Ji−1 ≺(k) v ≺(k) Ji ¸ �T�®��¯q��»,¯·­ ��¨ª·�¥�Ñ¯q�"ªÎ¦��]����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� �[¬�ªo¬�¦��"Í�ª d �¢� ¦i� I »¥���]¯��¶���[½�¦j­ �®¨�ª·���®¯q�"ªo¦i�]� ��¬�� �i������°$ª��«ª����R¬�ªo¬i¦i�"Í�ª kd + k− 1
����¦i� I(k) ¸'øÎª]�«ë��Eª�»'¬~­ ¦i�s� ��¬�� �i������°$ª��«ª����=¬�ª´¬i¦i�"Í�ª d ����¦i� I(k) »j��� ��ª·¦��Z¬�Í�¬�¦i�®�"ª�¦��s����¬����i�¢�¶��°·ª·�Eª·���
¬�ª:¬i¦i�"Í�ª1���i±�Í·����ª�¦i�"ª:³ (d − (k − 1))/k ¸�ù?ë·�Eª:¯q�.¨®�E��ª·¨Ñ������� �Nª����"��ª I ª$� I(k) �j­ ª�¯q�T��� ¯����¶�"±	�¶���"ª��Eª·���T¨��®�iÍ��¶�®�"ª »
°·ª$�q��ªZ��ª·¨Ñ������� �8ª�¯q�=¯"¦�ì´¯"�����"ª:����¦i�|¦�����¨®�®¯"ª·�|¨®ªZ��ÂiÍ·� �"©��«ª	�
��»�°·ªW½�¦i���i� ¦�¯T��ª·���Eª$�1¬�ªZ��ª·��±�� ��°·ª·�o�i�¶���"ªW�"Í�¯q¦i¨����¶�
¬~­ �®�«��� ¯�¯"��§i�®¨®�Á��Í�¸
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54�6 G ³ n ��¨Ñ¯·¸ ô � �«�Eª�� �$� ��¯E���¶�´½�¦iª�¨®½�¦iª�¯E�"ª����¶��½ ¦�ª�¯«¯q�®�E�i¨�ª�¯´°$� ��°$ª��"�¢�¶���

¦i������¬����i�¢�¶��°·ª·�Eª·���Z� ���"�®���¶¨B¬�ª�¯Z��� °�Âiª�¯�¸ �.�8��� °�Âiª T0 Í·����� �W�"���¶���"Í�ªN¯"¦i�W¨®ª]���"��°$ª�¯"¯"ª·¦�� P0 »���¨�°$� �¥µ��®ª·���W¬iª¬�Í·�"ª��"�E�®�iª·�d½�¦iª·¨®¨®ª�¯d¯"������¨®ª�¯�����°�Âiª�¯�½ ¦���µ�������ë$���"ª[�"���¶���"Í�ª�¯�¯"¦i� P0 ª·�d½�¦iª�¨�¨®ª�¯d¯"������°$ª�¨�¨®ª�¯�½�¦i��µ ������ë·�"��ª�¬�Í·¨®Í·À ¦iÍ·ª�¯³«¦i�8�¶¦i�"��ª|���"��°$ª�¯"¯"ª·¦���¸����8ª��,ª$��»�¯"�j¬�ª·¦��N��� °�Âiª�¯�¯"������ª$��Í�°·¦��"Í�ª�¯�¯"¦i��¦i�Ë�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i� Pi 6= P0 »�� �Ë�j­ ��¦iÀ��Eª�� ��ª��� ¯x¨Ñ�Z¬i¦i�"Í�ª|¬iªo¨�­ � ��¬i���i������°$ª��Eª·���xª·�N�i¨Ñ� �·�����[°$ª�¯R¬iª·¦�������°�Âiª�¯R¯"¦i�B¬�ª�¯[�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i��¯x¬��	�,Í·��ª·����¯�¸ 
o�L¯"���Á�B¬����¢°
½�¦j­ ��¨�ª$���Ñ¯���ªx¦i�Z����¬����i�¢�¶��°·ª·�Eª·���'� ���"�®���¶¨ �"ª·¨�½�¦j­ ¦i�Z°·ª·�"���¶�®�:ª���¯qª��Z§i¨®ª I = {Tik

, . . . , Tin
} ¬�ªx��� °�Âiª�¯'ª�¯q��°��¶¨Ñ°$¦i¨®Í
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����
¯"¦i�|¨�ªW�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i� P0 ª·�o��ª·¨d½�¦iª«¨�ª�¯o��¦��"��ª�¯Î��� °�Âiª�¯|¯q� ���Î�"� ¦��"ª�¯Î� ��¬i���i������°$Í�ª�¯o¯q¦i�=¬�ª�¯Î�i����°$ª�¯"¯"ª·¦i��¯Î¬i�®¯q�"�®��°���¯·¸�.�«¬i¦i�"Í�ª1¬�ª1°$ª=��Ä¥�¢ª:¬j­ � ��¬�� �i������°$ª��«ª����[ª�¯��1í

T = max

(

∑

i∈I

wi, {w0 + (dj + wj) | j /∈ I}

)

.

¤¥¦i���¢��¯q� ��¯d½�¦j­ �®¨iª·�¥�Ñ¯q�"ªT¬�ª�¦��Z����°�Âiª�¯ Tj /∈ I ª·� Tk ∈ I �"ª�¨�¨®ª�¯�½�¦iª wk +dk < wj +dj í �¶¨®����¯.� �E�j­ ��¦iÀ��Eª�� ��ª��� ¯T¨®ª1�"ª��E��¯o¬iªZ¨�­ � ��¬�� �i������°$ª��«ª����Tª·�8ª·��¨�ª�µ������o¨Ñ�E��� °�Âiª Tk ¬�ª I ª$�Îª��?�i¨Ñ� �·�����o°$ª�¨�¨®ª$��°$�'�"��¦i�"ªW¯"ª·¦�¨�ªZ¯"¦i�o¦i���¦��"��ªx�i����°$ª�¯"¯"ª·¦i��½�¦iªR¨®ªB�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i� P0 ¸�
o�Wª·�«¬�Í�¬�¦��Á��½�¦j­ ��¨¥ª$���Ñ¯���ªR¦��Z����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� ��������������¨ ��ª·¨�½�¦iªR�"��¦i�"ª�¯¨®ª�¯[����°�Âiª�¯�¬�ª I � ���T¦i�iª=µ��¶¨®ª·¦i�T¬�ª wi + di ¯q¦��¢Í��"�®ª·¦i��ª1³E°$ª·¨®¨®ª�¯B�j­ �¶�i�¢�¶�"�"ª·�¢�¶��������¯�³ I ¸Ð���¦i�W��§���ª·�i�®�«¦i�Ã����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� �:� ���"�®���¶¨�».�®¨B¯q¦�ìE�E�¶¨®����¯:¬�ª´���"�®ª·�W¨�ª�¯:����°�Âiª�¯ Ti ����¦�� 1 6 i 6 n ���¶�
wi + di °·�"� �®¯�¯"������»�ª·�:¬�ªZ���"� ¦iµ�ª�� k �E���i�®�E�®¯��¶��� max(

∑n

i=k wi, wk−1 + dk−1) í~���<���,ª�°$�"ª·���]��¨�� ��¯Î¨�ª�¯ n − k
¬�ª��"����©��"ª�¯x����°�Âiª�¯�³ P0 ¸
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�'�E½�¦iª�¯������ �Lª�¯��B±	� °$�®¨�ª »i���8¯"ª|���¶�E©��iª1³ ñ ��Ðd���q���Á����� �L¬�ª=±	���$� �L¯"���E�®¨®������ª1³«¨®��¯"ª�°$�"�®��� �
�¢¸ ô ����¯"�Ñ¬�Í·������¯[¦i��ª

�®��¯q���¶�¢°$ª1¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���j»i°�­ ª�¯��"��³¶��¬��®��ªÎ¦i�Ëª·�¢¯qª��Z§i¨®ª A = {a1, · · · , an} ¬�ª n ª�� ����ª���¯�¸iÏT� ¦�¯��¶¨®¨®����¯[��������¯�±�� �"�Eª��
°·ª$�q��ª:�®��¯����¶��°·ª1ª·�8¦i��ª:���¢¯����¶��°·ªZ¬�¦8�i����§i¨®©·�Eª32 
54�6|��¤ ô
> �xøÎ�IN�
58oÏÎø �xø¼��µ ª�°1¬�ª�¦��Ë�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i��¯B½�¦i���¶¦i���
¦i��ª=¯"��¨®¦������ �L¯"�jª$�Î¯"ª·¦�¨�ª��«ª�����¯"�j¨�­ �®��¯q������°$ª=�����®À��®���¶¨®ª|¬i¦L���"� §i¨�©��Eª=¬iª ñ ��Ðd���q���Á����� �L��µ��¶���B¦i�iª:¯"��¨®¦��"�®���j¸

øoÍ����i�Ñ¯�¯q� ��¯B¦i�ËÀ����¶�iÂ�ª|¬�ª32 
54�6 G °$� ��¯q�"���"¦iÍ1¬�ª n + 1 ��� °�Âiª�¯ {T0, . . . , Tn} í. ¨�ª1��©·��ª T0 �«¦i�Ë�����Ñ¬i¯ w0 = 0 �. �¢� ¦i�B�"� ¦�� 1 6 i 6 n ¨®ª1�;:1¦�¬ Ti �«¦i�Ë�¢� �®¬�¯ wi = ai �. ¨�ª1µ ��¨®¦i�Eª=¬iª�¯�¬�� �i�iÍ·ª�¯�¬�ª:°�Â�� ½ ¦�ªÎ����°�Âiª=ª�¯q�T�¥¦i¨�»�°¶­ ª�¯q�q��³���¬��®�"ª di = 0 �¢� ¦i���"� ¦�� 1 6 i 6 n ¸
N[�®ª·�E¯��i��»¶¨Ñ�o���¶�®¨®¨�ªT¬�ª�¨�­ ����¯q������°$ªT¬iª�2H
54�6|��¤ ô
> �RøT� N�
58ÎÏÎø �xøÖª�¯q��¨��®�iÍ�������ªBª·�E¨Ñ�Î���¶�®¨�¨®ªT¬�ª�¨�­ �®��¯q������°$ª��®�i���"�Ñ�¶¨®ª
¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���j¸·ù?�����"������¯.½�¦iªx¬�Í�°$�Ñ¬�ª·��¯·­ �®¨ ª�¯����¢��¯"¯"��§�¨�ªx¬iª��"����¦�µ�ª·�'¦i�Z� ��¬�� �i������°$ª��«ª����'¬�¦:À����¶��Âiª G ª·�1��ª·�E��¯
�®��±�Í·���®ª·¦i�T³ T = 1

2

∑n

i=1 wi ª�¯q�TÍ�½�¦i�®µ��¶¨®ª·���T³E¯"��µ ���®�[��Í�¯"��¦¢¬��"ªo�i�¶���"ª=�®��¯q���¶�¢°$ª:¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���j¸
⇐ ¤�¦i�i��� ¯"����¯«½�¦iª]¨�­ �®��¯q������°$ªL������À ���¢�¶¨®ª]¬�ª ñ ��Ðd���q���Á����� ���¶���W¦i��ªL¯"��¨®¦��"�®���Öí��®¨Bª$���Ñ¯���ªL��¨�� ��¯ I1 ª·� I2 »�¬iª·¦��ª·��¯"ª·�W§i¨�ª�¯Î�¢�¶�"�"���"�®���i�������o¬�ª {1, · · · , n} �"ª·¨®¨®ª�¯|½ ¦�ª ∑I1

ai =
∑

I2
ai = S ¸6���)� ��¬�� �i����� �·��� � T0 �¶�®��¯"�½ ¦�ªZ¨®ª�¯ Ti �¢� ¦i� i ∈ I1 ¯"¦i�Î¨®ªZ���"ª��«�®ª·�o�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i�Tª·�o¨®ª�¯ Ti �¢� ¦i� i ∈ I2 ¯"¦i�|¨�ªZ¯"ª�°·����¬Ë���"��°$ª�¯"¯"ª·¦���»i� ���§�����ª�� �T¦��L� ��¬i���i������°$ª��Eª·���B¬iª=¬i¦i�"Í�ª max(

∑

i∈I1
wi,
∑

i∈I2
wi) = T ¸

⇒ ¤�¦i�i��� ¯"����¯�¨�­ ª$���®¯q�"ª���°$ªW¬~­ ¦��?����¬��������¶��°·ª·�Eª·���Î¬�ªW�i�¶���"ª1ª���¯"ª·�Z§�¨�ªZ¬iª:��� °�Âiª�¯Tª·�8��ª·�E��¯ T ¯"¦i� ñ ���"��°$ª�¯��
¯qª�¦i��¯�¸¢ø|�¶�¢¯o°·ªW°·� ¯·»¢¨�ªW�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i� P0 ¯�­ ��°�°$¦i��ªW¬~­ ¦i�?ª���¯"ª·�Z§�¨�ª«¬�ª:����°�Âiª�¯ I1 ª·�o¨®ªZ�i����°$ª�¯"¯"ª·¦i� P1 ¬~­ ¦i�ª·��¯"ª·�W§i¨�ª:¬iªo����°�Âiª�¯ I2 ¸#
o�L��¬�� ��° max(

∑

i∈I1
wi,
∑

i∈I2
wi) = T ª·� ∑i∈I1

wi +
∑

i∈I2
wi = 2T »�°$ª

½ ¦��R¯"��À �i� �¢ª´½ ¦�ª ∑i∈I1
wi =

∑

i∈I2
wi = T »'°¶­ ª�¯q�q��³���¬��®�"ª�½�¦j­ ��¨Rª$���®¯q�"ª�¦��iª]¯"��¨®¦��"�®���s³Ë�i���"��ª´���¢¯����¶��°·ª

���i���"�Ñ�¶¨®ª:¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���j¸
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¤¥� �Á� S = 1
2

∑n

i=1 ai

� ¯"� S �j­ ª�¯q�o��� ¯Îª����"�®ª·�o��¨�� ��¯Î��¨��j­ Ä8�´��� ¯o¬�ª«¯q� ¨�¦i�"�®���)��¦?�i����§i¨®©·�Eª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���i� �x½¥¡�¸
¤¥� �Á� M = maxai ª·� m = min ai ¸�øÎÍ����i�Ñ¯"¯"����¯�¦i�«À����¶��Âiª+2 
54�6 G °·����¯q�"���"¦iÍB¬�ª n+4 ����°�Âiª�¯ {T0, . . . , Tn+3} í. ¨�ª1��©·��ª T0 �«¦i�Ë�����Ñ¬i¯ w0 = 0 �. �¢� ¦i�B�"� ¦�� 1 6 i 6 n ¨®ª1�;:1¦�¬ Ti �«¦i�Ë�¢� �®¬�¯ wi = 10(M + ai + 1) �. ¨�ª�¯[�"�����Ñ¯�¬�ª·���i�®ª·��¯B�;:1¦�¬i¯ Tn+1 » Tn+2 ª$� Tn+3 � ���B����¦��T�¢� �®¬�¯=í

wn+1 = wn+2 = wn+3 = 10(M + m) + 1 �. ¨�ª[µ�� ¨�¦i�Eªx¬iª�¯�¬����i��Í·ª�¯�°$� �"��ª�¯"������¬1��¦:µ�� ¨�¦i�Eª[¬�ª�¯�°·��¨®°·¦i¨®¯�»�°¶­ ª�¯q�q��³���¬�����ª di = wi ����¦i�.�"� ¦�� 1 6 i 6 n+3 ¸
ù8� � ���"� ��¯[½ ¦�ª|¬�Í�°$�Ñ¬�ª·��¯�­ �®¨,ª�¯q�[��� ¯�¯"��§i¨®ª=¬�ªÎ���"� ¦iµ�ª��R¦��]����¬�� �i���¶�¢°$ª·�Eª�� �B¬�¦]À �����iÂiª G ª·�]�"ª·�E��¯B�®��±�Í��"�®ª·¦i�

³ T = 1
2

∑n

i=1 wi + 2wn+1 = 5n(M + 1) + 10S + 20(M + m) + 2 ª�¯q�oÍ�½ ¦���µ��¶¨®ª·���1³]¯���µ�� ���T��Í�¯"��¦¢¬��"ªZ�i�¶���"ª
�®��¯q���¶�¢°$ª1¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®�������x½�¸
⇐ ¤�¦i�i��� ¯"����¯«½�¦iª]¨�­ �®��¯q������°$ªL������À ���¢�¶¨®ª]¬�ª ñ ��Ðd���q���Á����� ���¶���W¦i��ªL¯"��¨®¦��"�®���Öí��®¨Bª$���Ñ¯���ªL��¨�� ��¯ I1 ª·� I2 »�¬iª·¦��¯q� ¦�¯���ª·�¢¯qª��Z§i¨®ª�¯B�����q���Á����� �i����� � {1, · · · , n} ��ª·¨Ñ¯Î½�¦iª ∑I1

ai =
∑

I2
ai = S ¸ ô ����¯q�"��¦i�Ñ¯q� ��¯B�i���"��ª:����¬����i�

���¶��°·ª·�Eª·���T¬�ª1¨Ñ�W±	� �$� �L¯"¦i�®µ��¶���"ª�í
>=? @BA�C2D(D(E:F�GH?�IBJ4K.J4L0M�N2O5F4P<? Q�E�RSJST�U
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��������������������������������� "!������$# %'&)(�*,+.-0/1��2�
����. �'ª:�i���¥°·ª�¯�¯qª�¦i� P0 ª�¯��Îª��)°�Â����"À ª=¬iªZ¨�­ ª·�¥Í�°$¦������ �?¬�ªZ¨Ñ�E����°�Âiª T0 ª·�o¬�ª�¯���� °�Âiª�¯ Ti ����¦i� i ∈ I1 ª·�o¬�ª�¯����°�Âiª�¯ Tn+1 ª$� Tn+2 ¸ P0 �E§�ª�¯"���®�Ëª$�i��°$�"ª·�Eª�� �Î¬iª T ¦��i�Á��Í�¯T¬iª1�"ª��«�¢¯T����¦i�Tª���ª�°���¦iª·�T¨�­ ª·��¯"ª·�W§i¨�ª:¬iª
¯"ª�¯�°��¶¨Ñ°$¦i¨Ñ¯B�i¦i�Ñ¯"½�¦iª T = 1

2

∑n

i=1 wi + 2wn+1 ª$�Î½�¦iª 1
2

∑n

i=1 wi =
∑

i∈I1
wi ¸.Öô Â�� ½�¦iªT����°�Âiªo�"ª�¯����¶���"ªoª�¯q�[��¯�¯"��À �iÍ·ªÎ³Z¦i�]���"��°$ª�¯"¯"ª·¦��R¬��	��Í��"ª�����¸�ÏT� ¦�¯x¦i�"�®¨��Ñ¯q� ��¯[¬�����° |I2|+ 1 ���"��°$ª�¯��

¯"ª·¦i��¯Bª·�L�i¨®¦�¯T¬�ª P0 ¸. �'ª�¯|°$���E�W¦i�i�Ñ°·������� ��¯Î¯"�����o±	�¶���"ª�¯|¯"¦i��µ���� �|¨�­ ����¬���ªW°·�"� �®¯�¯"�����Î¬�ª�¯o���¢¬��®°·ª�¯|¬�ª�¯o����°�Âiª�¯:í~�¶�®��¯"�.¨®ªW¬�ª��"����ª��
�Eª�¯�¯��¶À�ª|ª·�¥µ ��Ä�Í=°$���¢°$ª·���iª|¨®�W����°�Âiª Tn+3 ¸. �'ªÎ�i����°$ª�¯�¯"ª·¦i����ª�¯"������¯��¶§i¨®ªT¬�ª Tn+3 ª�¯��B¬�����°T�i�"ë·�[³:°·���E�Eª·��°·ª·�[¯q� ��ª$��Í�°·¦��"�®���]³:¨�­ ���¢¯����¶��� ∑I2

di +
dn+3 ª·���"ª·���E����ª:¯q� �Nª·�¥Í�°$¦������ �L³«¨�­ �®��¯q����� �

∑

I2

di + dn+3 + wn+3 = T

.ïÌ ��¦�¯[¨®ª�¯[�¶¦����"ª�¯x���"��°$ª�¯"¯"ª·¦���¯��"ª·���E����ª·���[¨®ª·¦��[ª·��Í�°$¦i�"�®���´�i¨®¦�¯R������¸ ���Nª��,ª$��»���¨Ñ¯[�"ª �$���®µ�ª����x¨�ª�¦i�B�Eª�¯�¯"��À�ª
��¦N�i¨®¦�¯B���¶��¬]ª�� ∑I2

di ª·�T¨�ª�¦i�T¬�¦i��Í·ª=ª·�¥Í�°$¦������ � wi ª�¯��T�®��±�Í��"�®ª·¦i��ª1³ 2wn+3 ¸ÏT��¦¢¯.��µ ����¯.¬�����°R°$� ��¯����"¦��Á��¦i�Z� ��¬�� �i������°$ª��«ª����'µ��¶¨®�®¬�ª[¬�ª[�i�¶���"ªR����¯q������°$ª[¬�ª+2 
54�6|��¤ ô
> �xøÎ� , ��Ð<
54 Ì �
∞ ¸

⇒ 4TÍ�°$�®�i����½ ¦�ª·�Eª·����»¶¯"¦i�i��� ¯"���¢¯d½ ¦�ª��i�¶���"ª��®��¯q���¶�¢°$ªT¬�ª�2 
54�6|��¤ ô
> �xøÎ� , ��Ð 
54 Ì � ∞ �¢��¯"¯"©�¬iª[¦��iªÎ¯"��¨®¦��"�®���j»
°¶­ ª�¯q�q��³���¬�����ªT¦i�N����¬��������¶��°·ª·�Eª·��� σ ½ ¦��¢��ª·���Eª$��¬~­ � §��"ª��i�®�R¦i�]�"ª��«�¢¯[¬j­ ª·�¥Í�°$¦������ �´�®��±�Í·����ª�¦i�B³ T ¸¥ÏT���"���¢¯
P0 ¨®ªB�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i�d½ ¦���ª$��Í�°·¦��"ªB¨Ñ�Î����°�Âiª T0 ª$� I = {i | 1 6 i 6 n+3 ª$� Ti ª�¯����������Á��Í·ª1¯"¦i� P0} ¨�­ ª·��¯"ª·�W§i¨®ª¬�ª�¯|�®��¬��Ñ°$ª�¯=¬�ª�¯o����°�Â�ª�¯|���,ª�°���Í·ª�¯|³ P0 ¸ �jªW�"ª��«�¢¯|¬iª«°��¶¨Ñ°$¦i¨d¬�ª P0 ª�¯��1�¶¦g�«� ���¢¯o¬�ª A =

∑

i∈I wi ¸ �'ª�i�"��°·ª�¯�¯qª�¦i�Î½�¦i�'��ª �·�����Î¨®ªZ¬�ª·���i�®ª·�T�Eª�¯"¯��¶À ª:¬�ª P0 ����¦i�oª$��Í�°·¦��"ª��T¨Ñ�E��� °�Âiª T � �����
� ¬������o¨�­ ����¬i�®°·ª:�j­ ª�¯q�o��� ¯

¬i�¶��¯ I ¡��iª���ª·¦��x�¢��¯���ª·���«�®�iª���¯q� �«ª·��Í�°$¦i�"�®���E��µ������ B =
∑

i6∈I di +w � �����$¸ ô ���E�Eª�¨�­ ����¬��������¶��°·ª·�Eª·��� σ
¬����i��ªT¦i�iªÎ¯"��¨®¦������ �E³=���¶�"��ªT�®��¯q���¶�¢°$ªT¬�ª/2 
54�6|��¤ ô
> �xøÎ� , ��Ð<
54 Ì � ∞ »¶�i� ¦�¯���µ�� ��¯ max(A, B) 6 T ¸�
o�
A+B =

∑

i wi +w � ����� = 2T +w � ����� −wn+1 ª�¯q�R¯"¦i��Í·����ª�¦i�x� ¦´Í·À��¶¨�³ 2T ¸�ÏÎÍ�°$ª�¯"¯��¶�®��ª·�Eª·����» A = B = T
ª$� wn+1 = w � �����·¸ ô ���E�Eª A = B »,�i��¦�¯|��µ�� ��¯�ª��)�����q���®°·¦i¨��®ª·� A ≡ B[10] ¸,øo����° I °$� � ����ª����|�¶¦g�E���®��¯
¬�ª·¦��g����¬i�®°·ª�¯|���¶���E� {n + 1, n + 2, n + 3} ¸#��� °$� ��¯"�®¬�Í�������� I1 Í·À��¶¨�³ I �i����µ Í«¬iª«°·ª�¯1¬�ª�¦��?���¢¬��®°·ª�¯=ª·�
I2 = {1, · · · , n}\I1 »i���L��§�����ª����T¦i�iª1¯q� ¨�¦i�"�®���Ë¬�ª1¨�­ �®��¯����¶��°·ª=���i���"�Ñ�¶¨®ª:¬�ª ñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���i� �x½�¸ô ¨Ñ�¶�®�"ª��Eª·����»i¨Ñ�«������¨®¨®ªZ¬�ª:¨�­ �®��¯q������°$ª:¬�ªG2H
54�6|��¤ ô
> �RøT� , ��Ð<
54 Ì � ∞ ª�¯q�Î¨��®�iÍ��¶�®�"ª1ª��L¨Ñ�E���¶�®¨�¨®ªZ¬�ª1¨�­ �®��¯q������°$ªZ¬iªñ ��Ðd�¶�"�"���"�®���i��ò�À��¶¨®ª�¯�»�°·ª1½ ¦��'��°�Âi©�µ�ª|¨®�«�i��ª·¦�µ�ª1¬�ª:ÏTÐ���°·���E�i¨®Í$�"¦¢¬�ª�¸
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