
Algorithmique et ar
hite
tures parallèlesPartiel � 
orre
tionE. Agullo C. Tedes
hi Y. RobertJanuary 3, 20071 Topologie en m-starOn trouve dans la littérature sous l'appelation m-star graph une topologie initialement développée 
ommeune alternative à l'hyper
ube et dé�nie de la façon suivante. Une m-star est un graphe symétrique G = (V, E)tel que |V | = m!, 
haque sommet représentant une permutation distin
te de m éléments, et E l'ensembledes ar
s tels que deux permutations (n÷uds) distin
tes sont 
onne
tées ssi on peut passer de l'une à l'autreen inter
hangeant son premier élément ave
 n'importe quel autre. Par exemple, dans une 3-star, le n÷udlabellé par 123 est relié aux n÷uds 213 et 321.Remarquons qu'à l'instar des hyper
ubes, on peut 
onstruire 
ette stru
ture de façon ré
ursive. En e�et,une m-star est 
omposée de m (m − 1)-stars disjointes. La �gure 1 est une ébau
he de 4-star.
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"13" 2-graphFigure 1: 4-star partielleQuestion 1. Dessinez une 4-star 
omplète en expliquant votre méthode.La m-star est une stru
ture ré
ursive. Construire une m-star revient à relier m m − 1-stars entre elles.Chaque m − 1-star a ses somments labellés par les (m − 1)! permutations de l'une des m 
ombinaisons de

m− 1 digits pris parmi m. Il faut ensuite ajouter à la �n des labels de 
haque m− 1-star le digit manquant.En�n, la permutation du premier et du dernier élément de 
haque label rajoutera les liens manquants (lesautres liens étant déjà 
onstruits à l'intérieur de 
haque m−1-star). La �gure 2 illustre une telle 
onstru
tionpour m = 4.Question 2. Montrez qu'une m-star est un graphe (m − 1)-régulier ave
 |Em| = m!m−1

2
.Par ré
urren
e. Pour m = 1, notre graphe a un seul sommet de degré 0 (une seule permutation possiblede 1 élément), don
 on a bien un graphe 0-régulier ave
 |E0| = 0. Supposons qu'une m − 1-star soit un1



Figure 2: 4-stargraphe (m − 2)-régulier ave
 |Em−1| = (m − 1)!m−2

2
, ∀m > 1. Comme on l'a vu pré
édemment, une m starest 
omposée de m m − 1-stars auxquelles on rajoute un digit et des arêtes entre les permutations π1m et

pim1, 
e qui ajoute un degré 1 sur 
haque n÷ud, et on a don
 un graphe m− 1-régulier; et globalement m/2arêtes:
|Em| = m

(m − 1)!(m − 2)

2
+

m!

2
=

m!

2
(1 + m − 2) = m!

m − 1

2Question 3. Proposez un algorithme de routage d'un point à un autre dans une m-star et donnez sa
omplexité.On souhaite router de A = a1 . . . an à B = b1bn en mettant à jour A. On souhaite pla
er les éléments de
haque position en 
ommençant par la �n, par exemple. Pla
er le ie élément peut se faire en deux transitions.D'abord, on 
her
he j tq aj = bi et on emprunte l'arête qui é
hange a1 et aj . Il nous reste à pla
er a1 à la
ie position en empruntant l'arête qui é
hange a1 et ai. Ce qui nous donne l'algorithme suivant:POUR i = n to 2SI ai 6= biTROUVER j tq aj = bi

A = aja2 . . . aj−1a1aj+1 . . . an

A = aia2 . . . ai−1a1ai+1 . . . anLa 
omplexité au pire en nombre de sauts dans la topologie (tous les éléments doivent être 
hangés) estde 2(m − 1) − 1 (pour n = 2, la dernière opération fait du sur pla
e).Question 4. Proposez un algorithme de di�usion depuis un n÷ud quel
onque dans une m-star et donnezsa 
omplexité.Une façon de di�user est de propager l'information dans 
haque m−1-star (en permutant le dernier digit,qui est di�érent pour 
haque m − 1-star ave
 tous les autres, en 2 étapes:2



POUR i = n − 1 to 1
A = aia2 . . . ai−1a1ai+1 . . . an

A = ana2 . . . ai−1a1ai+1 . . . aiPuis de di�user ré
ursivement à l'intérieur de 
haque m − 1-star en parallèle. La pro
édure est appeléeen parallèle pour m digits, 
haque appel ayant une 
omplexité de 2m. La laten
e totale est don
 en O(m2).2 Plongement d'un anneauSoit G = (V, E) un réseau d'inter
onnexion arbitraire (mais 
onnexe) à n sommets. On veut le 
on�gureren anneau, i.e. plonger un 
y
le à n sommets dans le réseau. On utilise l'algorithme suivant:
• Construire un arbre 
ouvrant de G.
• Partitionner les n÷uds de l'arbre en sommets pairs (de niveau pair dans l'arbre) et impairs (de niveauimpair dans l'arbre).
• Par
ourir l'arbre en profondeur, ajouter un sommet pair à l'anneau si 
'est sa première visite dans lepar
ours, et ajouter un sommet impair si 
'est sa dernière visite dans le par
ours.Question 5. Traitez un petit exemple.La �gure 3 illustre un exemple de plongement. Les arêtes de l'anneau sont 
ourbes et en gras et 
haquesomment est numéroté par son rang dans le par
ours en profondeur (première visite).

Figure 3: Plongement d'un anneau dans un arbreQuestion 6. Dilatation: quelle est la distan
e maximale dans le réseau de deux sommets 
onsé
utifsdans l'anneau?Dans le par
ours en profondeur, supposons qu'un sommet s vienne d'être ajouté et pro
édons par dis-jon
tion des 
as. 3



• s est pair:� Si on remonte deux fois, on prend au passage le père impair de s qui n'a pas d'autre �lsd=1.� Si on remonte une fois et que l'on redes
end, on prend un frère pair de s d=2.� Si on des
end, on tombe soit sur un �ls impair de s sans �ls d = 1, soit sur un petit-�ls paird=2.
• s est impair:� Si on remonte trois fois, on prend le grand-père impair de s qui n'a pas d'autre �ls d=2� Si on remonte deux fois et que l'on redes
end une fois, on prend l'on
le pair de s d=3.� si on remonte une fois et qu'on redes
end deux fois, on prend un neveu pair de s d=3.� si on remonte une fois et qu'on redes
end qu'une fois avant de remonter, on prend le frère impairde s qui n'a pas de �ls d=2.� si on des
end une fois, on prend un �ls pair de s d = 1.On ne peut pas faire plus de 3 sauts sans rajouter un sommet, le diamètre du plongement est 3.Question 7. Partage: 
ombien de fois un lien donné du réseau est-il partagé dans l'anneau?Dans le par
ours en profondeur, on passe par 
haque lien exa
tement deux fois. Chaque lien dans estpartagé par deux liens dans l'anneau.3 Ordonnan
ement sur m-starReprenons la topologie étudiée dans l'exer
i
e 1 et faisons maintenant abstra
tion de la numérotation desn÷uds. On 
onsidère une m-star 
omme un ensemble de pro
esseurs numérotés de 0 à m! − 1. On peutdé
ouper une m-star en un nombre quel
onque d'intervalles 
ontigus, tant que les intervalles sont des i-starsvalides, ave
 1 ≤ i ≤ m. On notera [a, b] l'intervalle des pro
esseurs 
ontigus numérotés de a à b (ave
 a < b)formant une i-star valide. Pour un l quel
onque, une m-star peut être divisée en l intervalles 
onsé
utifs

[a1, b1] . . . [al, bl] où a1 = 0 et bl = m! − 1.On souhaite maintenant ordonnan
er n tâ
hes indépendantes J = (J1, J2, . . . , Jn) ave
 Ji = (di, ti) surune m-star. Cela signi�e que Ji doit s'exé
uter sur une di-star (don
 sur di! pro
esseurs) pendant ti unitésde temps. ti est rationnel. On a toujours 1 ≤ di ≤ m. On suppose de plus que 
es tâ
hes sont préemptives.Autrement dit, elles peuvent être arrêter au 
ours de leur exé
ution et reprendre plus tard là où elles s'étaientarrêtés, éventuellement sur un autre ensemble de pro
esseurs, mais toujours de dimension di. On 
her
he àé
rire un algorithme qui dé
ide s'il est possible d'ordonnan
er l'ensemble des tâ
hes J de façon à 
e que leurexé
ution soit �nie avant une date butoir T .Question 8. Montrez d'abord que pour que l'ordonnan
ement soit valide, on doit avoir ∀i, 1 ≤ i ≤ n :
ti ≤ T et 1

m!

∑n

i=1
tidi! ≤ T .Pour que l'ordonnan
ement soit valide, 
'est-à-dire, il faut que 
haque tâ
he ait une durée inférieure àla date butoir, 
'est-à-dire ∀i, 1 ≤ i ≤ n : ti ≤ T . Le temps total de travail disponible pendant T est m!T .Le temps total requis est la somme des durée de 
haque tâ
he par son nombre de pro
esseurs, 
'est-à-dire∑n

i=1 tidi!. Pour avoir un ordonnan
ement valide, il faut au préalable s'assurer que le travail requis estinférieur au travail disponible, 
'est-à-dire ∑n

i=1
tidi! ≤ m!T .On 
her
hera à ordonnan
er les tâ
hes (non ordonnées) une par une. On notera à 
haque pas (après
haque tâ
he i ordonnan
ée) l'état de la plate-forme de la façon suivante:

Si−1 = ([a1, b1], r1), ([a2, b2], r2), . . . , ([ak, bk], rk)où ([aj , bj], rj) signi�e que pour la suite 
ontiguë de pro
esseurs [aj , bj], le temps de 
al
ul disponiblerestant est de rj , autrement dit l'ordonnan
ement des i − 1 premières tâ
hes ne
essite T − rj sur [aj , bj ].4



L'état initial est S0 = ([0, m!−1], T ). On pensera à ne garder que les ensembles de pro
esseurs pour lesquels
r 6= 0 et à trier les ([aj , bj ], rj) par rj 
roissant.Question 9. En utilisant les indi
ations pré
édentes, é
rivez un algorithme qui dé
ide s'il existe unordonnan
ement optimal pour l'ensemble J , 
'est-à-dire se termiant au plus tard à l'instant T . Donnez uneidée de la preuve de 
orre
tion de votre algorithme et sa 
omplexité.Question 10. Illustrez votre algorithme sur l'exemple suivant: 5-star, T = 4, J = (J1, J2, J3, J4, J5, J6)ave
 J1 = (4, 2), J2 = (4, 4), J3 = (4, 3), J4 = (3, 3), J5 = (3, 3.5) et J6 = (1, 4).Les réponses aux questions 9 et 10 se trouvent dans l'arti
le suivant:Shahram Lati� and Pradip K. Srimani. Preemptive Job S
heduling in Star Graph Networks. Te
hni
alReport CS-96-119 Colorado State University. 1996.
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