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Agences de voyages magiques et autres bizarreries
Version avec solutions

1 Des voyages fous, fous, fous

Soit un espace imaginaire de dimension vachement supéaexg qu’on connait. Dans ce monde, on peut prendre
des portes magiques pour aller d’'un endroit a I'autre. Bigteredu ces portes sont unidirectionelles; pire que ¢a, il
faut payer (des sousous, également notés ¢) pour les erapetitdutes n’ont pas le méme coit. On neteensemble
des endroits qui existen®, = E x E I'ensemble des portes menant d’'un endroit a un autre, eéP¢— R le prix a
payer pour emprunter une porte (dans ce monde bizarre, av@esidemander de payert).

Siu = (e, e,...,e,) estun chemin, son coOt;ﬂ)(estZP;ll(a, €.1). Le prix pour aller d’'un endroi & un autre est
le prix minimal d’'un chemin de a cet endroit.

Nous sommes une agence de voyage et nous souhaitons ¢gbculeun client diicile situé a I'endroits, le
nombre de ¢ minimum qu’il devrait débourser pour aller & parie quelle destination.

Exercice 1

Question 1.1. On se donne un ensemiiec E dont le prix depuiss est connu (§), et tel quevx ¢ S,Vy €
S, ¢5(X) = Cs(y).

Montrer que I'on peut calculer le prix depwssi’au moins un endroit a une porte de distancé&de

Solution: Tout chemin qui va & un tel x minimal quitte & un moment S powlu®y revenir. A cet endroit le
premier x ¢ S peut étre calculé. Comme on ne connait pas les chemins atirion ne sait pas quel voisin de S
prendre. |l syfit de prendre celui le moins loin.

Question 1.2. En déduire un algorithme de calcul des prix depuis un endroit

Solution: C’est I'algorithme de Dijkstra.

Algorithm 1: Dijkstra
S0
tant que G\S+ 0 faire
trouverx le plus proche d& parmil'*(S)
calculer ¢§)
S« Su{x}
fin

Question 1.3. Quelle complexité peut-on obtenir pour cet algorithme ?

Solution: n?



Exercice 2 On suppose que certaines portes sont tellement pourriea gaus paye pour que vous les empruntiez,
ce qui se traduit par un co(t négatif. De plus, on supposeiqaels quittez un endroit, vous ne pourrez plus y revenir
(donc bien réfléchir avant de dépenser ses soussous ¢).

Soit s un endroit quelconque (mais est-il vraiment quelconqug 2t¥ c E I'ensemble des destinations de
voyage ou I'on peut aller depuss

Question 2.1. Montrer que si ne peut revenir a un endroit qu’on quitte,salbexiste au moins un endragtou
aucune porte ne mene et réciproquement. De plus, quel guensal endroite, et bien méme s'’il n’existait pas on ne
pourrait toujours jamais revenir d’'un endroit qu’on quitte

Solution: =, supposons que pas de circuit mais tous sommets on un degrétamon nul. Soiix une chaine de
longueur maximale, et x le premier élément. Comme x a un pesdéur, pas danscar pas de circuit, # est une
chaine de longueur plus grande queContradiction. De plus, sous-graphe d'un graphe sansuirest sans circuit.

<, si G\{x} sans circuit et degré entrant de x nul, alor§{@} U {x} sans circuit.

On en déduit qu’on ne peut revenir a un endroit qu’'on quittet Seulement si il existe une permutatierdes
endroits telle que pour tout< n, si I'on supprime tous les endroits 1), €-2), - - - , €, ON Ne peut toujours pas
revenir a un endroit qu’on quitte. Une telle permutationuestri topologique

Question 2.2. Histoire de mettre un peu d’ordre dans notre monde pleinmewisions, calculer un tri topologique
deV.

Solution:

Question 2.3. En remarquant qu’un plus court chemin glé e passe par une porte qui méne @), en déduire
un algorithme de calcul des tarifs de voyages depgin ne peut revenir & un endroit qu’on quitte.

Question 2.4. Peut-on obtenir une complexité linéaire ?

Exercice 3 On appellecroisiere vicieusain chemin qui revient a son point de départ et dont le prixteistesment
négatif. Le danger est qu'un voyageur avare qui tombe da@snaisiére vicieuse n’en sortira plus jamais, n’'arrivera
donc jamais a destination (ce qui nuit a notre réputatiogati@e de voyage) et crée rapidement un déficit gigantesque
chez les portiers qui, mécontents, font gréve et plus passar peut se déplacer avant qu’'on envoie la milice et des
big blaster atomic guns.

Question 3.1. Montrer que le prix ¢ entre deux endroits quelconques estdifini si et seulement si il n'y a pas
de croisiére vicieuse.

On considére que le prix du point de départ est nul(s)¢= 0. A chaque autre endroi on donne un prix
éventuellement infini qui surestime le co(t d'un voyagesdee. On considére la procédupasse suivante :

Procedurepasse
pour chaqueporte p= (x,y) faire
si ¢5(X) + ¢(p) < ¢4(y) alors
Cs(y)  €¢s(X) + ¢(p)
fin
si €4(y) + ¢(p) < ¢4(X) alors
Cs(X) — Cs(y) + ¢(p)
~ fin
fin




Question 3.2. Supposons qu'il N’y a pas de croisiére vicieuse et que lesm@isont pas tous justes. Montrer
gu’alors, aprés exécution de la procédpaigse au moins un nouvel endroit recoit le prix juste.

Question 3.3. En déduire un algorithme qui détecte la présence de creigiéieuse, qui calcule les tarifs pour
aller a n'importe quel endroit s’il N’y en a pas et qui envaeilice atomique avec des bbags (mieux vaut prévenir
qgue guérir) s'ily en a.

Solution: Exécuter n foipasse () sur chaque arc. S’il n’y a pas de croisiére vicieuse, alorg evrait étre bon.
On fait une derniérgasse sur les arcs, et si on change encore des valeurs, c’est ga’ilige croisiére vicieuse.

2 Maintenance de station spatiale

La station spatiale Aja® est composée de pieces reliées par des couloirs. Pour re@rites risques en cas de
probléme dans un couloir, ceux-ci relient exactement deeges, et en plus sont fermés hermétiquement par une
porte a chaque extrémité. On place un robot dans une despiedaut est de lui écrire un algorithme qui lui permette
d’explorer les pieces et de s'arréter avec la garantie quailors visité toutes les pieces (sauf si la station n'est plu
connexe, mais on considérera qu'alors il y a d’autres prob&eplus urgents que de s’amuser a promener un robot).

Note : le robot a deux bras avec des pistolets a peinture aulrotouge et un bleu. Il a le droit de faire des marques
sur les portes qu'il traverse, mais étafitiéalé d'un systéme de reconnaissance des couleurs un peicrehil risque
de griller sur place s'il ne sait pas décider si la porte estgblavec plus de bleu ou plutét avec plus de rouge (ou
rien du tout). Comme il vise trés mal, on n’est pas certainlquebot réussira a bien recouvrir totalement une vieille
peinture avec une nouvelle couleur et donc il vaut mieuxagtdiriser a marquer qu’un seule fois chaque porte.

Solution:

1. en entrant dans un couloir, le traverser jusqu’a I'autreulb,

2. en entrant dans un piéce ou toutes les portes sont sansuggnparquer 1 sur la porte qu'il vient de franchir,
3. dans une piece ou il y a une porte sans marque, en choisjlaingarquer avec 0 et la franchir,
4

. dans une piéce ou toutes les portes sont marquées, sartimng porte sans la marque 0 s'il y en a une, et sinon
s’arréter (on a la garantie qu'il a alors tout visité, a proawpour les plus tatillons :-)



