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Remarque : sauf indication contraire, la notion de complexité utilisée dans les exercices
suivants désigne la complezité dans le pire des cas et en nombre d’opérations élémentaires
(tests, opérations arithmétiques, affectations ...). Les questions avec une étoile * sont plus
difficiles.

Exercice 1 - Hors d’ceuvre

On considere un ensemble S de n > 2 entiers distincts stockés dans un tableau (S n’est
pas supposé trié). Résoudre les questions suivantes :

1 - Proposer un algorithme en O(n) pour trouver deux éléments = et y de S tels que
|z —y| > |u — v| pour tout u,v € S.

2 - Proposer un algorithme en O(nlogn) pour trouver deux éléments x et y de S tels que
x #yet |z —y| <|u—wv| pour tout u,v € S, u # v.

3 - Soit m un entier arbitraire (pas nécessairement dans S), proposer un algorithme en
O(nlogn) pour déterminer s’il existe deux éléments x et y de S tels que x +y = m.

* 4 - Proposer un algorithme en O(n) pour trouver deux éléments x et y de S tels que
|z —y| < ﬁ(maX(S) — min(S5)).

Exercice 2 - Arbres binaires de recherche optimaux

Un arbre binaire de recherche est une structure de données permettant de stocker un
ensemble de clés ordonnées 1 < x9 < ... < x,, pour ensuite effectuer des opérations du
type rechercher, insérer ou supprimer une clé. Il est défini par les propriétés suivantes:
(7) C’est un arbre ou chaque nceud a 0, 1 ou 2 fils, et o chaque nceud stocke une des clés.
(7i) Etant donné un nceud avec sa clé x, alors les clés de son sous-arbre gauche sont
strictement inférieures & x et celles de son sous-arbre droit sont strictement supérieures
a x.

La figure 1 représente un arbre binaire de recherche pour les clés 1 < x9 < 3 < x4 <
Ty < Tg < T7 < xT8g < Iy9.
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Figure 1: Exemple d’arbre binaire de recherche.

Les requetes auxquelles on s’intéresse ici sont les recherches de clés. Le cout de la
recherche d’une clé x correspond au nombre de tests effectués pour la retrouver dans
Parbre en partant de la racine, soit exactement la profondeur de x dans 'arbre, plus 1 (la
racine est de profondeur 0).



Pour une séquence fixée de recherches, on peut se demander quel est ’arbre binaire
de recherche qui minimise la somme des cotits de ces recherches. Un tel arbre est appelé
arbre binaire de recherche optimal pour cette séquence.

1 - Pour un arbre binaire de recherche fixé, le cotit de la séquence ne dépend clairement
que du nombre de recherches pour chaque clé, et pas de leur ordre. Pour n = 4 et
T1 < 9 < x3 < T4, supposons que 'on veuille acceder une fois a x1, 9 fois a xo, 5 fois
a x3 et 6 fois & 4. Trouver un arbre binaire de recherche optimal pour cet ensemble de
requetes.

2 - Donner un algorithme en temps O(n?) pour construire un arbre binaire de recherche
optimal pour une séquence dont les nombres d’acces aux clés sont ¢y, ¢s,..., ¢, (¢; est le
nombre de fois que z; est recherché). Justifier sa correction et sa complexité.

Indication : pour i < j, considérer t[i, j] le coit d’un arbre de recherche optimal pour les
clés x; < ... < x; accédées respectivement c;, ..., c; fois.

Exercice 3 - Un nouvel algorithme de tri

Soit T" un tableau contenant n entiers distincts, la procédure Nouveau_Tri est définie
de la maniere suivante :

Nouveau Tri (7,i,5)

| si T'[i] > T'[j] alors échanger les valeurs T'[i] et T'[j];
| sii<j—2alors faire

K G-+ 1)3)

| Nouveau Tri(7,i,j — k);

| Nouveau Tri(T,i+ k, j);

| Nouveau Tri(7T,i,j — k);

1 - Montrer que Nouveau Tri(T,1,n) trie correctement le tableau 7'

2 - Donner la complexité en nombre de comparaisons de cet algorithme. Comparer avec
les complexités des algorithmes de tri vus en cours (Rappel : In(2) ~ 0,7 et In(3) ~ 1,1).

Exercice 4 - Bricolage

Dans une boite a outils, vous disposez de n écrous de diametres tous différents et
des n boulons correspondants. Mais tout est mélangé et vous voulez appareiller chaque
écrou avec le boulon qui lui correspond. Les différences de diametre entre les écrous
sont tellement minimes qu’il n’est pas possible de déterminer & 1’ceil nu si un écrou est
plus grand qu’un autre. Il en va de méme avec les boulons. Par conséquent, le seul
type d’opération autorisé consiste a essayer un écrou avec un boulon, ce qui peut amener
trois réponses possibles : soit I’écrou est strictement plus large que le boulon, soit il est
strictement moins large, soit ils ont exactement le méme diametre.

1 - Ecrire un algorithme simple en O(n?) essais qui appareille chaque écrou avec son
boulon.

2 - Supposons qu’au lieu de vouloir appareiller tous les boulons et écrous, vous voulez juste
trouver le plus petit écrou et le boulon correspondant. Montrer que vous pouvez résoudre
ce probléme en moins de 2n — 2 essais.

3 - Prouver que tout algorithme qui appareille tous les écrous avec tous les boulons doit
effectuer Q2(nlogn) essais dans le pire des cas.

Probléme ouvert : proposer un algorithme en o(n?) essais pour résoudre ce probléme.



