
Devoir : Magistère InformatiqueAlgorithmique de graphesà rendre le jeudi 21 déembre 2006Mihel Habibhabib�liafa.jussieu.fr17 janvier 2007Parours1 : Erire un algorithme de alul des omposantes 2-arête onnexes d'ungraphe à l'aide d'un parours en profondeur en s'inspirant de l'algo-rithme de Tarjan qui alule les omposantes fortement onnexes.Réponse : C'est exatement le même prinipe algorithmique que l'onpeut adapter à la reherhe des omposantes 2-onnexes ou 2-arêteonnexes d'un graphe.A partir d'un parours en profondeur sur un graphe non orienté, onpeut orienter les arêtes dans le sens du parours pour les arêtes quipermettent de marquer un nouveau sommet à explorer, les autres arêtesétant orientée dans le sens du "retour" (i.e. vers le sommet visité enpremier).Ce faisant il n'existe pas d'ar traversier, les ars du oarbre sont soitde transitivité, soit ferment un iruit ave un hemin de l'arboresenede visite.La même fontion alulée réursivement RETOUR(x) pendant le par-ours permet d'obtenir les omposantes.2 : Nous avons vu la résolution d'un système de lauses en logique des pro-position à deux variables par lause (2-SAT), à l'aide de omposantesfortement onnexes d'un graphe assoié au système de lauses. Com-ment adapter la transformation dans le as où l'on onsidère Q-2-SAT :les quanti�ateurs sont autorisés ?Complexité d'un algorithme de résolution.1



2Réponse : On onstruit le même graphe G et on alule ses omposantesfortement onnexes et pour savoir s'il existe une solution, il su�t devéri�er sur e graphe :1) que pour haque variable x, sa variable omplémentaire n'appartientpas à omposante fortement onnexe de x.2) Pour haque paire de variables x, y qui sont reliés dans la formulequantiti�ée par :
∀x, . . . ∀yil faut véri�er qu'il n'existe pas un hemin de x ou x vers y ou y.L'ensemble de es véri�ations néessite O(n + m).Chemins1 : Nom (Chemin passant par K)Données (Un graphe G = (X, U) orienté dont les ars sont valués par
ω : U −→ Z, K un entier et deux sommets s et p)Question (G admet-il un hemin de s à p passant par K ? )Un hemin µ = [s = x0, x1, x2, . . . , xh = p] de G passe par K, s'il existe
i ∈ [1, h] tel que : Σj=i

j=0ω(xjxj+1) = KMontrer que e problème est dans NP?Réponse :Un problème de déision est dans NP, si lorsque la réponse est OUI, ilexiste un erti�at de taille polynomiale véri�able polynomialement.Dans e as le hemin allant de s à p passant par K est le erti�atpolynomial.2 : Montrer que e problème de déision est NP-omplet. Piste : on peutonstruire une rédution à partir de Somme Exate.Réponse : Rappelons la dé�nition du problème Somme Exate.Nom (Somme Exate)Données (n entiers a1, . . . an et un entier K)Question (Existe-t-il I ⊆ [1, n] tel que Σi∈Iai = K ? )Il existe plusieurs façons de faire, l'une des plus simple à dérire est lasuivante :À haque instane de Somme Exate, on assoie un graphe onstituéd'un hemin unique [s = x0, x1, . . . xn−1, xn = p] que l'on omplète enajoutant tous les ars de transitivité. Les valuations des ars sont 0,sauf pour eux du hemin et ω(xi−1xi) = ai pour i ∈ [1, n].



3Il est faile de véri�er qu'il existe un hemin de s à p passant K ss'ilexiste une solution au problème de Somme Exate.3 : Que devient le problème si l'on impose que la donnée soit un graphe sansiruit ?Réponse : Le problème reste NP-omplet, ar dans la rédution i-dessus, le graphe utilisé est sans iruit.4 : Etudions une variante du problème préédent :Nom (Chemin évitant K)Données (Un graphe G = (X, U) orienté dont les ars sont valués par
ω : U −→ Z, K un entier et deux sommets s et p)Question (G admet-il un hemin de s à p évitant K ? )Un hemin µ = [s = x0, x1, x2, . . . , xh = p] de G évite K, si ∀i ∈ [1, h]

Σj=i
j=0ω(xjxj+1) 6= K.5 : A-t-on Chemin passant par K = o-(Chemin évitant K) ?Réponse : Les deux problèmes ne sont pas omplémentaires. Il su�tde onsidérer le graphe suivant possédant quatre sommets s, p, a, b, lesars sa, ap, sb, bp dont les valuations sont :

ω(sa) = ω(ap) = 1 et ω(sb) = ω(bp) = 2.Ave K = 1, il existe à la fois un hemin évitant 1, le hemin [s, b, p] etun hemin passant par 1, le hemin [s, a, p].Sur ette instane les deux problèmes admettent la réponse OUI.6* : Est-e polynomial ou NP-omplet ?Dans le as polynomial, on évaluera la omplexité de l'algorithme derésolution.Réponse : Le problème est polynomial, pour s'en onvainre il su�tde onstruire un algorithme s'inspirant du paradigme de la program-mation dynamique. Il su�t d'explorer le graphe à partir du sommet sen gardant pour haque sommet x une liste d'au plus n "premières"valuations di�érentes de hemins allant de s à x : v1(x), . . . , vk(x).Au ours de l'exploration d'un sommet x du graphe :Pour haque ar xy de G,tout valeur vi(x) telle que vi(x) + ω(xy) 6= K est transmise à y dans lalimite de n valeurs distintes.L'algorithme arrive à transmettre une valeur au sommet p ss'il existeun hemin évitant K dans G.La omplexité est polynomiale., mais et algorithme peut surement êtreamélioré je onjeture en O(n+m) ?



4Graphe fortement onnexe minimalEtant donné un graphe fortement onnexe, il est possible d'enlever desars de transitivité tant que possible, le graphe ainsi obtenu est toujoursfortement onnexe mais sans ar de transitivité. Un tel graphe est appeléfortement onnexe minimal.1 : Montrer sur un exemple, qu'il n'y a pas uniité.Réponse : Considérons un graphe omplet symétrique sur n sommets.Tout iruit sur es n sommets est fortement onnexe minimal (ayantn ars), mais aussi toute arboresene symétrique (ayant 2n ars).En outre il est NP-di�ile de aluler un graphe fortement onnexeayant le nombre minimum d'ars.2* : Erire un algorithme qui alule à partir d'un graphe fortement onnexedonné un graphe fortement onnexe minimal. Complexité de l'algo-rithme proposé. Piste : on peut utiliser un parours en profondeur.Réponse : L'algorithme naïf qui onsiste à enlever les ars de transitivitétant qu'il en existe, est polynomial mais la omplexité est de l'ordre de
O(nm2).Il existe des algorithmes en O(nm), et il est onjeturé l'existene d'unalgorithme en O(n + m).On suppose le graphe G fortement onnexe Si l'on utilise l'algorithmede Tarjan pour la reherhe des omposantes fortement onnexes. Ceparours partitionne les ars du graphe en : ars de l'arboresene liéeau parours, ars de transitivité de l'arboresene, ar de retour, artraversiers.Comme G ets fortement onnexe les ars traversiers sont des ars detransitivité.Il ne reste don plus que les ars de retour, mais en haque sommet ilsu�t de garder l'ar de retour qui remonte le plus haut dans l'arbores-ene. En haque sommet nous gardons seulement au plus un ar duoarbre. Le parours en profondeur nous permet d'obtenir un graphe
G′ fortement onnexe ayant au plus 2(n−1) ars. Pour terminer il suf-�t de véri�er la transitivité de n − 1 ars, e qui néessite au plus uneomplexité de O(n.m)


