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1Meri de me faire part de toute remarque, onernant e texte, erreurs, passages troprapides . . .



Chapitre 1IntrodutionNous noterons un graphe G = (X,E), où X est un ensemble �ni desommets et E ⊆ X2 un ensemble d'arêtes. Une arête est don onstituéede deux sommets. Les graphes non orientés onsidérés dans e ours seront,sauf mention ontraire, simples : sans boule (arête de type xx) et sans arêtemultiple (plusieurs arêtes entre deux sommets).
H = (Y, F ) est un sous-graphe induit de G = (X,E), si Y ⊆ X et si

F = {e ∈ E| les deux extrémités de e sont dans Y }.
H = (Y, F ) est un sous-graphe partiel de G = (X,E), si Y ⊆ X et si

F ⊆ E ∩ Y 2.En général |X| = n et |E| = m. Le degré d'un sommet noté d(x) est lenombre d'arêtes adjaentes à x. Un sommet pendant dans un graphe, estun sommet x tel que : d(x) = 1.Une haîne de longueur k est un graphe :
P = ({x0, x1, . . . , xk}, {x0x1, x1x2, . . . xk−1xk}) ayant k + 1 sommets et karêtes, noté Pk. Ce graphe s'appelle une haîne de longueur k joignant x0 à

xk. On onfond souvent la haîne ave l'une des deux séquenes : [x0, x1, . . . , xk]ou [xk, xk−1, . . . , x0]. Un graphe réduit à un sommet et sans arête est unehaîne de longueur 0.Un yle de longueur k est un graphe :
C = ({x1, . . . , xk}, {x1x2, x2x3, . . . xk−1xk, xkx1}) ayant k sommets et karêtes, noté Ck. On onfond souvent le yle ave l'une des séquenes :

[x1, x2, . . . , xk, x1] (à une permutation irulaire près).Ave de telles dé�nitions, une haîne (resp. un yle) ne passe qu'une foispar un sommet, ela orrespond à une haîne (resp. yle) élémentaire hez3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONertains auteurs.On appelle marhe dans G = (X,E) une séquene non nulle M =
x0e1x1e2 . . . ekxk alternant sommets et arêtes telle que :
∀1 ≤ i ≤ k, les extrémités de ei sont xi1 et xi. On dit que la marhe estde longueur k et qu'elle joint x0 à xk.Lorsque x0 = xk on dit que la marhe est fermée ou un pseudoyle.Si le graphe est simple, nous pouvons omettre les arêtes et noter la marhepar [x0, x1, . . . , xk].Lorsque toutes les arêtes de la marhe sont di�érentes on dit que la marheest un sentier1, lorsque tous les sommets sont distints la marhe est unehaîne.Proposition 1 S'il existe une marhe �nie joignant x à y dans G, alors ilexiste une haîne joignant x à y dans G, en outre les sommets et les arêtesde ette haîne appartiennent à la marhe.Preuve: SoitM la marhe de G joignant x à y. Il existe don une marhede longueur minimum joignant x à y dans G. NotonsM ′, ette marhe. Si ellen'est pas élémentaire, on peut extraire une marhe de longueur stritementplus petite, d'où la ontradition. 2N.B. Cette preuve repose sur la �nitude du graphe, ar si M est de lon-gueur in�nie, il n'est pas sûr que M ′ soit de longueur stritement inférieure.Proposition 2 S'il existe un pseudo-yle de longueur impaire dans G, alorsil existe un yle impair dans G.Un graphe G = (X,E) est onnexe, si ∀x, y ∈ X, il existe une haîneallant de x à y.Proposition 3 On onsidère un graphe G = (X,E) onnexe, si ∀x ∈ X,

d(x) ≤ 2 alors G est soit une haîne, soit un yle.Preuve: Si G n'a auune arête, vu l'hypothèse de onnexité, G est réduit àun sommet et est don une haîne de longeur 0. SinonG possède au moins unearête, don au moins une haîne et soit C une haîne de longueur maximalede G. Seules les extrémités x, y de la haîne peuvent être adjaentes à des1Ces dé�nitions de haînes, marhes, sentiers et autres yles ne sont pas standard dansla littérature



5arêtes n'appartenant pas à la haîne (ar les autres sommets de la haînesont déjà de degré 2). Mais si es arêtes ont une extrémité hors de la haîne,elle-i ne serait pas de longueur maximale. Don soit d(x) = d(y) = 1 et Gest une haîne, soit xy ∈ E et G est un yle. 2Théorème 1 Les 6 onditions suivantes sont équivalentes et aratérisentles arbres :1. G est onnexe minimal (si on enlève une arête, le graphe n'est plusonnexe)2. G est sans yle maximal (si on ajoute une arête, le graphe admet unyle)3. G est onnexe sans yle4. G est onnexe ave n− 1 arêtes5. G est sans yle ave n− 1 arêtes6. ∀x, y ∈ X, il existe une haîne unique joignant x à y.Preuve: Il est faile de véri�er que les onditions 1, 2, 3 et 6 sont équiva-lentes.Montrons l'équivalene ave les onditions 4 et 5. Pour e faire nous allonsommener par deux lemmes.Lemme 1 Un graphe onnexe ayant n− 1 arêtes possède néessairement unsommet pendant.Preuve: G étant onnexe, ∀x ∈ X, d(x) ≥ 1 (il n'y a pas de sommetisolé). S'il n'existe pas de sommet pendant, alors ∀x ∈ X, d(x) ≥ 2 et don
Σx∈Xd(x) ≥ 2n > 2m = 2n− 2, d'où la ontradition. 2Lemme 2 Un graphe G sans yle, ayant au moins une arête, possède né-essairement un sommet pendant.Preuve: Il existe au moins une haîne dans G. Considérons une haîne
[x = x1, . . . , xk = y] de longueur maximale.Si x n'est pas un sommet pendant alors il admet un autre voisin z di�érentde x2. Si z ∈ {x3, . . . , xk}, alors l'arbre possède un yle e qui est exlu.Don z /∈ {x2, . . . , xk}, mais alors la haîne hoisie n'était pas maximale.
2



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONRevenons à la preuve du théorème. Le premier lemme permet de montrerpar indution 4 implique 3.En e�et d'après e lemme un graphe G, véri�ant la ondition 4, admet aumoins un sommet pendant x. Si l'on onsidère le graphe G′ = G− x. G′ estsans yle ssi G est sans yle. En outre G′ a un sommet et une arête de moinsque G et véri�e don aussi la ondition 4. On peut don réitérer le proédéjusqu'à arriver sur le graphe vide réduit à un sommet qui est évidemmentsans yle. Don 4 implique 3.Un raisonnement analogue basé sur le lemme 2 permet de montrer 5implique 3.Montrons maintenant 3 implique 4 et 5. Le seul graphe à un sommet estonnexe et sans yle et il a bien n− 1 = 0 arête.Suposons maintenant vraie jusqu'à l'ordre n − 1 que la ondition 3 im-plique 4 et 5. On onsidère un graphe G = (X,E) ayant n sommets. Soit
a ∈ X. G − a possède k = d(a) ≥ 1 omposantes onnexes Gi = (Xi, Ei)qui sont néessairement onnexes et sans yle, véri�ant ainsi la ondition 3.L'hypothèse d'indution sur les graphes Gi donne :
|Ei| = |Xi| − 1. D'où l'on déduit :
|E| = Σ1≤i≤k|Ei|+ k = Σ1≤i≤k(|Xi| − 1) + k = Σ1≤i≤k|Xi| = |X| − 1. 2,Corollaire 1 Tout arbre non réduit à un sommet admet au moins deux som-mets pendants (sommet de degré 1)Remarquons que les deux preuves des lemmes préédents permettent d'a�r-mer que si l'arbre n'est pas réduit à un sommet, il admet au moins deuxsommets pendants. En outre lorsqu'on supprime un sommet pendant à unarbre, le graphe obtenu est enore un arbre, e qui nous donne un shémaréursif simple pour manipuler les arbres.Nous allons maintenant exhiber une propriété d'éhange ainsi qu'une dua-lité.Dé�nition 1 Un oyle θ(A) (ou une oupe (A, X-A)) d'un graphe G =

(X,E) est un ensemble d'arêtes inidentes à un sous ensemble A ⊂ X, i.e.l'ensemble des arêtes n'ayant qu'une extrémité dans A l'autre extrémité étantdans X-A.Par dé�nition θ(A) = θ(X −A).Lemme 3 Si un yle µ et un oyle θ ont une arête en ommun, ils enont au moins une deuxième.



1.1. ESPACES VECTORIELS DES CYCLES-COYCLES 7Il est possible de préiser un peu le résultat : un yle et un oyle ont enommun un nombre pair d'arêtes.Lemme 4 Soit G = (X,E) un graphe onnexe et T = (X,F ) un arbrereouvrant de G, pour toute arête e ∈ E − F il existe une arête f ∈ F telleque T ′ = T − f + e soit un arbre reouvrant de G.Une arête d'un graphe est appelée un isthme lorsque sa suppressiondisonnete le graphe.Lemme 5 Soit G = (X,E) un graphe onnexe et T = (X,F ) un arbrereouvrant de G, pour toute arête f ∈ F , si G − f est toujours onnexe(i.e. f n'est pas un isthme de G), il existe une arête e ∈ E − F telle que
T ′ = T − f + e soit un arbre reouvrant de G.Dans les deux as, on dit alors avoir proédé à un éhange. Il est failed'en déduire que si T1 et T2 sont deux arbres reouvrants de G, il existe unesuite �nie d'éhanges qui permet de passer de T1 à T2.1.1 Espaes vetoriels des yles-oylesÀ haque yle (resp. oyle) on assoie le veteur aratéristique de sesarêtes, un veteur de {0, 1}m.On onsidère les oe�ients dans Z/2Z.Il est faile de véri�er que : θ(A) = Σx∈Aθ(x)Ce qui permet de dé�nir la somme de oyles :

θ(A) + θ(B) = θ(A∆B)Nous avons ainsi un sous espae vetoriel des oyles.Lorsqu'on onsidère la somme de yles, les arêtes ommunes disparaissent,ependant la dé�nition de la somme de yles quelonques, nous oblige àonsidérer omme yle une union disjointe de yles. À e prix on peutdé�nir le sous espae vetoriel des yles.On véri�e bien que :
∀ yle µ et ∀ oyle θ(A), on a bien
µ.θ(A) = 0. Les deux sous-espaes sont don orthogonaux.Théorème 2 On onsidère un graphe G = (X,E) onnexe, la dimension del'espae vetoriel des yles (resp. oyles) est m− n+ 1 (resp. n− 1).



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONPreuve: Soit T = (X,F ) un arbre reouvrant de G. Pour ∀e ∈ E − F ,
T+e ontient un yle unique µe. Cei nous permet de onstruire un ensemblede m− n+1 yles indépendants, ar ils ont tous une arête qui les distinguede tous les autres. Don dim(Cycles) ≥ m− n+ 1.De même pour ∀f ∈ F , T − f admet deux omposantes onnexes, et ilexiste don un oyle unique de G, noté θf . On peut ainsi onstruire n − 1oyles indépendants. Don dim(Cocycles) ≥ n− 1.Comme les espaes vetoriels sont orthogonaux,

dim(Cycles) + dim(Cocyles) ≤ m, d'où le résultat annoné. 2On appelle base fondamentale de yles d'un graphe, une base obtenueà l'aide d'un arbre reouvrant. Il est faile de voir en onsidérant le graphe3-soleil, qu'il existe des bases de yles qui ne sont pas fondamentales.Ces bases de yles sont utiles en himie organique pour l'analyse desfontions assoiées à une moléule.



Chapitre 2Arbre reouvrant de poidsminimum et algorithmes gloutonsOn onsidère, un graphe non orienté onnexe G = (X,E) et une fontionde poids ω : E → R+. Et l'on herhe don un un sous-graphe T = (X,F )onnexe dont la somme des poids des arêtes est minimale.Comme appliation on peut imaginer que le graphe G représente le réseaudes rues d'une ville que l'on herhe à abler. Il faut don trouver un grapheonnexe (haque sommet doit avoir aès au réseau) et de oût minimum.En e�et le oût d'installation d'un able peut dépendre de la rue hoisie(faire passer un able sous un tramway ou un monument historique peutoûter her) 'est e que modélise la valuation ω.Il est faile de voir, omme la valuation ω est positive qu'une solutionoptimale d'un tel problème est néessairement un arbre (graphe onnexeminimal, f. le hapitre préédent). Ce problème est don appelé le problèmede l'arbre reouvrant de poids minimum.Ce problème admet une solution, ar l'ensemble des arbres reouvrantsest un ensemble �ni, don il admet un élément de oût minimal. Tout leproblème 'est de le trouver sans énumérer tous les arbres reouvrants aril peut y en avoir beauoup (ex : nn−2 pour un graphe omplet, d'après leélèbre théorème de Cayley publié en 1889).Pour e faire on va onstruire un shéma d'algorithme, basé sur une bi-oloration en rouge ou bleu des arêtes de G. Cette présentation très éléganteest due à Tarjan [32℄.Au départ les arêtes ne sont pas olorées et pour les olorier (de manièredé�nitive) nous allons utiliser les deux règles suivantes :9



10CHAPITRE 2. ARBRE RECOUVRANT DE POIDS MINIMUM ET ALGORITHMES GLOUTONSRègle Bleue : Choisir un oyle θ qui ne ontient pas d'arête bleue, olo-rier en bleu une arête non olorée de oût minimal de θ.Règle Rouge : Choisir un yle µ qui ne ontient pas d'arête rouge, olorieren rouge une arête non olorée de oût maximal de µOn remarquera que es règles sont duales l'une de l'autre, par l'éhangeyle-oyle et bleu-rouge.Arbre reouvrant de poids minimumtant que une règle est appliable fairel'appliquerThéorème 3 Si G est onnexe, l'algorithme préédent alule un arbre re-ouvrant de poids minimum.Preuve:Le graphe étant �ni, il existe un nombre �ni d'arbres reouvrants, parmieux-i il en existe un de poids minimum, notons le T = (X,F ).Nous allons prouver que l'invariant suivant est maintenu dans l'algo-rithme :Invariant prinipal : Il existe un arbre de poids minimum qui ontienttoutes les arêtes bleues et auune rouge.La preuve se fait par réurrene sur le nombre d'appliation des règles.Initialement l'invariant est trivialement vrai.Montrons tout d'abord que les arêtes bleues forment une forêt de G (i.e.un graphe sans yle). La preuve se fait par indution sur le nombre d'appli-ations de la règle bleue. Au départ il n'y a pas d'arêtes bleues don pas deyle et supposons que l'appliation de la ième règle bleue sur l'arête ab ∈ θintroduise un yle entièrement bleu µ. Mais d'après le lemme 3 θ et µ ontune autre arête en ommun, d'où la ontradition.Supposons le vrai lorsque k arêtes ont déjà été oloriées par appliationdes es deux règles, il existe don un arbre T = (X,F ) reouvrant de poidsminimal qui ontient toutes les arêtes bleues et auune rouge.Considérons une nouvelle appliation, par exemple de la règle bleue. Onolore don en bleu une arête f d'un oyle θ. Dans le as où f ∈ F alorsl'invariant est enore trivialement véri�é. Supposons don le ontraire, f n'ap-partient pas à F. Le graphe T = (X,F ∪ {f}) admet don un yle µ. fappartient à µ et θ, or un yle et un oyle ont au moins deux arêtes en



11ommun, soit g une telle arête. Néessairement g ∈ θ et d'après l'appliationde la règle bleue ω(f) ≤ ω(g).Cependant T ′ = (X,F ∪ {f}− g) est aussi un arbre reouvrant (éhangedes arêtes f et g, on note T ′ = T + f − g. Nous avons ω(T ′) = ω(T ) +ω(f)−
ω(g), la minimalité de T impose don que ω(f) = ω(g) et don ω(T ′) = ω(T ),et l'arbre T ′ permet de montrer que l'invariant est enore vrai.Le raisonnement est similaire dans le as d'une appliation de la règlerouge.Examinons e que se passe lorsqu'on ne peut plus appliquer de règle.Supposons que les arêtes bleues forment un graphe partiel ayant plusieursomposantes onnexes sur les ensembles de sommets X1, . . . , Xk, ave k ≥ 2.Considérons le oyle engendré par X1, θ(X1) qui ne ontient par dé�nitionauune arête bleue. Mais est-il possible que toutes ses arêtes soient rouges ?Montrons le ontraire. L'ivariant étant toujours vrai, il existe un arbre depoids minimal Tfinal = (X,Ffinal) qui ontient toutes les arêtes bleues etauune rouge. Cet arbre utilise au moins une arête de θ(X1), et ette arêtene peut don être rouge, don il existe au moins une arête de θ(X1) inolore.On peut appliquer sur θ(X1) la règle bleue et olorier en bleu l'arête inolorede poids minimal, d'où la ontradition.Cei implique qu'à la �n les arêtes bleues forment un graphe partielonnexe de G lorsque elui-i est onnexe. Ce graphe est néessairement unarbre d'après l'invariant prinipal ar les arêtes bleues sont inluses dans unarbre de poids minimum.Montrons maintenant que toutes les arêtes sont bien oloriées. Pour efaire supposons qu'il existe une arête g ∈ E non oloriée. Néessairement
g 6∈ F , mais alors il existe un yle unique dans T + g sur lequel nous allonspouvoir appliquer la règle rouge, ontradition.Conlusions : l'algorithme s'arrête don et lorsqu'auune règle n'est ap-pliable, toutes les arêtes sont oloriées. Les arêtes bleues onstituent un arbrereouvrant de poids minimum et les arêtes rouges un oarbre (un oarbre estpar dé�nition le omplémentaire d'un arbre reouvrant de G).

2L'algorithme générique proposé est dit glouton ar il ne remet jamaisen question la oloration d'une arête. Il existe plusieurs mises en appliationdi�érentes de et algorithme générique. Les plus élèbres sont dues à Kruskal[23℄ et à Prim [27℄.



12CHAPITRE 2. ARBRE RECOUVRANT DE POIDS MINIMUM ET ALGORITHMES GLOUTONSDans tous les algorithmes présentés i-après pour la reherhed'un arbre reouvrant de poids minimum, le graphe initial G estsupposé onnexe.Algorithme de KruskalTrier les arêtes de G par poids roissant en une liste L
F ← ∅tant que |F | < n− 1 et L 6= ∅ faire

e← Premier(L)Retrait(L, e) ; si T = (X,F ∪ {e}) n'a pas de yle alors
F ← F ∪ {e}Cet algorithme revient à utiliser n-1 fois la règle bleue lorsqu'on ajouteune arête dans F , et un autant de fois la règle rouge que l'on détete laprésene d'un yle en ajoutant l'arête e. En outre il est faile de montrerqu'à haque itération la propriété : F est sans yle est maintenue, et donà la �n F est un arbre reouvrant de G.Il n'est don pas néessaire de olorier expliitement les arêtes non onsi-dérées (les arêtes de L à la �n de l'algorithme) ar elles sont néessairementrouges et ne peuvent intervenir dans un arbre de poids minimal (f. l'inva-riant).L'algorithme de Prim revient aussi à toujours appliquer la règle bleue, entravaillant toujours sur un seul oyle que l'on maintient au ours de l'algo-rithme. En outre la propriété F engendre un graphe onnexe est maintenue,et à la �n F est néessairement un arbre reouvrant de G.Algorithme de Prim

F ← ∅
A← {x0}tant que |F | < n− 1 faireCaluler l'arête e = (a, x) (ave a ∈ A) de oût minimal de θ(A)

F ← F ∪ {e}
A← A ∪ {x}Une variante due à Boruvka (1926) d'après [19℄, est d'autant plus inté-ressante qu'elle préédait historiquement elles de Kruskal et de Prim.



13Algorithme de Boruvka
F ← ∅tant que G n'est pas trivial faireDétruire les boules de GRemplaer les arêtes multiples entre deux sommets, par une seuledont le poids est le minimum des poids de es arêtes multiplespour ∀x ∈ G fairetrouver l'arête ex de poids minimum adjaente à x

F ← F ∪ {ex}Contrater exMontrer que et algorithme se prête aisément à la parallélisation.



14CHAPITRE 2. ARBRE RECOUVRANT DE POIDS MINIMUM ET ALGORITHMES GLOUTONS2.1 Quelques variantesKruskal à l'enversTrier les arêtes de G par poids déroissant en une liste L
F ← Etant que |F | > n− 1etL 6= ∅ faire

e← Premier(L)Retrait(L, e) ; si T = (X,F − {e}) est onnexe alors
F ← F − {e}L'algorithme "Kruskal à l'envers" est intéressant à utiliser lorsque lenombre d'arêtes du grapheG est très prohe de n-1, ar le nombre de passagesdans la boule tant que est borné par |E| − n+ 1.Kruskal-dans-le-désordreConstruire une liste L ave les arêtes de G

F ← ∅tant que L 6= ∅ faire
e← Premier(L)Retrait(L, e)si T = (X,F ∪ {e}) n'a pas de yle alors

F ← F ∪ {e}sinonsi ω(e) < ω(f), où f est une arête de poids maximum du ylede F ∪ {e} alors
F ← (F ∪ {e})− {f}L'algorithme Kruskal-dans-le-désordre permet d'éviter la phase ini-tiale de tri des arêtes du graphe suivant leur poids.2.1.1 Ordre lexiographique sur les arbresL'ensemble des arbres reouvrants d'un graphe peuvent être muni d'unordre partiel 4, dé�ni omme suit :À haque arbre T on assoie le mot m(T ) onstitué des poids des arêtesde l'arbre lassées par ordre roissant.Nous pouvons alors dé�nir T 4 T ′ ssi m(T ) ≤lex m(T ′).L'ordre dé�ni i-dessus n'est qu'un ordre partiel, ar un même mot peut-



2.1. QUELQUES VARIANTES 15être assoié à deux arbres, qui ont alors le même poids.Il est faile de onstater que l'algorithme de Kruskal onstruit un arbreminimal pour l'ordre 4. Cependant nous avons un résultat beauoup plusfort.Propriété 1 Un arbre T est de poids minimum ssi il est minimal pourl'ordre 4.



16CHAPITRE 2. ARBRE RECOUVRANT DE POIDS MINIMUM ET ALGORITHMES GLOUTONS



Chapitre 3Graphes orientés
3.1 Dé�nitions de base sur les graphes orientésNous noterons un graphe orienté G = (X,U), où X est un ensemble �nide sommets et U ⊆ X2 un ensemble d'ars. Un ar (x, y) est don onstituéede deux sommets : une origine x et une extrémité terminale y. Les graphesorientés onsidérés dans e ours seront, sauf mention ontraire, simples :sans boule (arête de type xx) et sans ar multiple (plusieurs ars entre deuxsommets).

H = (Y, V ) est un sous-graphe induit de G = (X,U), si Y ⊆ X et si
V = {(x, y) ∈ U | x, y ∈ Y }.

H = (Y, V ) est un sous-graphe partiel de G = (X,U), si Y ⊆ X et si
V ⊆ U ∩ Y 2.En général |X| = n et |E| = m. Le degré d'un sommet noté d + (x)(resp. d−(x)) est le nombre d'ars sortant (resp. rentrant) de x. Un sommetpendant dans un graphe, est un sommet x tel que : d(x) = 1.Une hemin de longueur k est un graphe :

P = ({x0, x1, . . . , xk}, {(x0, x1), (x1, x2), . . . (xk−1, xk)}) ayant k + 1 som-mets et k ars, noté Pk. Ce graphe s'appelle un hemin de longueur k joignant
x0 à xk.On onfond souvent le hemin ave la séquene : [x0, x1, . . . , xk]. Ungraphe réduit à un sommet et sans ar est une hemin de longueur 0.Un iruit de longueur k est un graphe :

C = ({x1, . . . , xk}, {(x1, x2), (x2, x3), . . . (xk−1, xk), (xk, x1)}) ayant k som-mets et k ars, noté Ck. On onfond souvent le iruit ave l'une des sé-17



18 CHAPITRE 3. GRAPHES ORIENTÉSquenes : [x1, x2, . . . , xk, x1] (à une permutation irulaire près).Ave de telles dé�nitions, un hemin (resp. un iruit) ne passe qu'unefois par un sommet, ela orrespond à une haîne (resp. iruit) élémentairehez ertains auteurs.On appelle marhe dans G = (X,U) une séquene non nulle M =
x0u1x1u2 . . . ukxk alternant sommets et ars telle que :
∀1 ≤ i ≤ k, l'origine de ui est xi1 et son extrémité terminale xi. On ditque la marhe est de longueur k et qu'elle joint x0 à xk.Lorsque x0 = xk on dit que la marhe est fermée ou un pseudoyle.Si le graphe est simple, nous pouvons omettre les ars et noter la marhe par

[x0, x1, . . . , xk].Lorsque tous les ars de la marhe sont di�érents on dit que la marhe estune piste1, lorsque tous les sommets sont distints la marhe est un hemin.Pour les graphes orientés, les hoses se ompliquent un peu, ar nousretrouvons les objets du hapitre préédents dès que l'on onsidère le graphenon orienté sous-jaent, sur lequel on peut identi�er des haînes, yles etautres marhes.Proposition 4 S'il existe une marhe �nie joignant x à y dans G, alors ilexiste un hemin joignant x à y dans G, en outre les sommets et les ars dee hemin appartiennent à la marhe.Preuve: SoitM la marhe de G joignant x à y. Il existe don une marhede longueur minimum joignant x à y dans G. NotonsM ′, ette marhe. Si ellen'est pas élémentaire, on peut extraire une marhe de longueur stritementplus petite, d'où la ontradition. 2N.B. Cette preuve repose sur la �nitude du graphe, ar si M est de lon-gueur in�nie, il n'est pas sûr que M ′ soit de longueur stritement inférieure.3.2 ArboresenesUne raine d'un graphe orienté G = (X,U) est un sommet r ∈ X telque ∀x ∈ X, x 6= r, il existe un hemin de r à x.Théorème 4 Pour un graphe orienté G = (X,U) ave |X| ≥ 2, les 6 ondi-tions suivantes sont équivalentes et aratérisent les arboresenes :1Ces dé�nitions de hemins, marhes, pistes et autres iruits ne sont pas standarddans la littérature.



3.2. ARBORESCENCES 191. G est onnexe sans yle et admet une raine2. G possède une raine et a n− 1 ars3. G possède une raine r et ∀x ∈ X, il existe un hemin unique de r à x4. G possède une raine et est minimal ave ette propriété (tout retraitd'un ar de G supprime la propriété)5. G est onnexe et il existe un sommet r ∈ X, ave d−(r) = 0 et ∀x ∈ X,
x 6= r, d−(x) = 16. G est sans yle et il existe un sommet r ∈ X, ave d−(r) = 0 et
∀x ∈ X, x 6= r, d−(x) = 1Preuve: (2)→ (3) :L'existene d'une raine implique la onnexité de G, le nombre d'ars per-met de onlure que le graphe non orienté sous-jaent est un arbre. D'après lethéorème sur les arbres, ∀x ∈ X, x 6= r le hemin de r à x est néessairementunique.

(3)→ (4) : trivial.
(4)→ (5) :
2Ainsi dans une arboresene, tout sommet sauf la raine admet un pré-déesseur unique (d−(x) = 1) et don on peut représenter une arboreseneà l'aide de la fontion Parent : X → X.



20 CHAPITRE 3. GRAPHES ORIENTÉS



Chapitre 4Parours et hemins dans lesgraphes
4.1 Parours de graphesUn algorithme de parours dans un graphe peut se formaliser à l'aide dedeux ensembles de sommets OUVERTS et FERMES, le premier ontenant lessommets à explorer et le deuxième les sommets déjà explorés. L'explorationd'un sommet onsistant à examiner tous les voisins d'un sommet : visite detous les ars sortants du sommet.ParoursGénérique(G, x0)Données: un graphe orienté G = (X,U), une fontion de oût

ω : U → T , un sommet x0Résultat: une arboresene de hemins issus de x0

OUV ERTS ← {x0}
FERMES ← ∅
Parent(x0)← NIL
∀y 6= x0 , Parent(y)← ytant que OUV ERTS 6= ∅ faire

z ← Choix(OUV ERTS)
Ajout(z, FERMES)Explorer(z)
V irer(z, OUV ERTS) 21



22 CHAPITRE 4. PARCOURS ET CHEMINS DANS LES GRAPHESExplorer(z)pour Tous les voisins y de z fairesi y ∈ FERMES alorsNe rien fairesi y ∈ OUV ERTS alorsNe rien faire
Ajout(y, OUV ERTS)
Parent(y)← zThéorème 5 L'algorithme préédent alule en O(n+m) une arboresenede raine x0 reouvrant l'ensemble des sommets atteignables à partir de x0.Preuve: Il est faile de véri�er que l'algorithme préédent véri�e bien lesinvariants suivants :Invariants :� La fontion Parent dé�nit une arboresene de raine x0,� ∀x ∈ OUV ERTS, il existe un hemin de x0 à x.Ainsi à la �n du parours, l'ensembles des sommets FERMES est égal àl'ensemble des sommets atteignables dans le graphe G à partir de x0. Cetensemble est dérit à l'aide de la fontion Parent. Un sommet est exploré auplus une fois et don l'algorithme est en O(n+m) si le graphe est représentépar ses listes d'adjaene. 2Ce parours s'applique aux graphes non orientés et orientés. Le déroule-ment d'un parours permet d'ordonner (numéroter) les sommets d'un graphe.Ces ordres sont liés à la gestion de l'ensemble des sommets OUVERTS et à lafontion de hoix du prohain sommet à explorer. Cet ensemble peut être géréomme une pile (Parours en profondeur) ou une File (Parours en largeur).Lorsque tous les sommets du graphe ne sont atteignables à partir de x0 sil'on veut parourir tout le graphe, il su�t d'ajouter les instrutions suivanteset de représenter l'ensemble des sommets FERMES à l'aide d'un tableau debooléens :

Parcours(G) :forall v ∈ X do
Ferme(x)← Fauxforall v ∈ X dosi Ferme(x) = Faux alorsParoursGénérique(G, x)



4.1. PARCOURS DE GRAPHES 23Dans e as l'algorithme alule une forêt d'arboresenes reouvrante de
G.Parours en largeurOn obtient un parours en largeur dès que l'on gère l'ensembles des som-mets OUVERTS omme une �le (premier entré, premier sorti).Parours en profondeurOn obtient un parours en profondeur dès que l'on gère l'ensembles dessommets OUVERTS omme une pile (dernier entré, premier sorti). Cettegestion d'une pile se prête à une ériture réursive du programme, ommesuit :

DFS(G) :forall v ∈ X do
Ferme(x)← Fauxforall v ∈ X dosi Ferme(x) = Faux alors

Explorer(G, x)

Explorer(G, x) :
Ferme(x)← V rai ;pre(x) ;forall xy ∈ U dosi Ferme(y) = Faux alors

Explorer(G, y)post(x) ;Et les deux fontions :
pre(x) :

pre(x)← comptpre ;
comptpre← comptpre+ 1 ;
post(x) :

post(x)← comptpost ;
comptpost← comptpost+ 1 ;En utilisant les propriétés des numérotations pre(x) et post(x), il estpossible de reonstituer le fontionnement de la pile qui a permis de gérer



24 CHAPITRE 4. PARCOURS ET CHEMINS DANS LES GRAPHESl'ensemble de sommets OUVERTS. Ce parours a permis d'érire des algo-rithmes linéaires (en O(n+m)) pour la reherhe des omposantes fortementonnexes d'un graphe orienté, de reherhe des omposantes 2-arête onnexesd'un graphe non orienté, ainsi qu'un algorithme qu'un test de planarité.Une extension linéaire d'un graphe sans iruit G = (X,U) est unordre total sur les sommet de G, noté τ , véri�ant :
∀x, y ∈ X, xy ∈ U implique x ≤τ y.Théorème 6 Si G est un graphe sans iruit, alors le parours en profondeurappliqué sur G véri�e la propriété :L'ordre inverse de dépilement (noté postd) est une extension linéaire de

G.Preuve: Considérons deux sommets x, y ∈ X et supposons xy ∈ U . Deuxas sont possibles :1. pre(x) < pre(y). Mais alors l'exploration de y se terminera don avantelle de x et nous avons bien : postd(x) < postd(y).2. pre(y) < pre(x). Comme il n'existe pas de hemin de y à x, ar sinon Gaurait un iruit, nous avons que l'exploration de y se terminera avantelle de x. Et don postd(x) < postd(y).
2Parours en largeur lexiographiqueIl su�t de prendre T = {1, 2, . . . , n}∗ (l'ensemble des mots onstruitsave les nombres 1,2 jusqu'à n), et de hoisir omme sommet à explorer eluidont l'étiquette est maximale lexiographiquement.Cet algorithme s'utilise sur les graphes non orientés.La fontion Explorer devenant :



4.2. INTRODUCTION 25Explorer(z)
numero(z)→ numerocourant− 1
numerocourant→ numerocourant− 1pour Tous les voisins y de z fairesi y ∈ FERMES alorsNe rien fairesi y ∈ OUV ERTS alors

d(y)→ d(y) • numero(z)sinon
d(y)→ d(y) • numero(z)
Ajout(y, OUV ERTS)le symbole "•" représentant l'opération de onaténation, on étiquetteainsi les sommets du graphe ave des mots sur {1, 2, . . . , n}∗.La variable globale numeroourant doit être initialisée à n dans les ini-tialisations de la proédure prinipale.4.1.1 Algorithmes de plus ourts hemins4.2 IntrodutionOn onsidère un graphe G = (X,U) orienté et l'on suppose les ars munisd'étiquettes, i.e. une valuation ω : U → R.4.3 Les di�érents problèmesPour un graphe G = (X,U) orienté dont les ars sont valués1. Etant donné deux sommets a et b, trouver la plus ourte marhantallant de a jusqu'à b dans G.2. Etant donné un sommet a trouver pour haque x ∈ X les plus ourtesmarhes allant de a jusqu'à x dans G.3. Pour tout x, y ∈ G, trouver une plus ourte marhe allant de x jusqu'à

y.Dans l'énumération i-dessus, la omplexité du problème est roissante.En e�et un algorithme qui resout le problème 3, permet de résoudre le pro-



26 CHAPITRE 4. PARCOURS ET CHEMINS DANS LES GRAPHESblème 2 et un algorithme qui résout le problème 2 permet de résoudre leproblème 1.Cependant lorsque les valuations hoisies sont de signe quelonque, lasolution au problème 1 peut-etre une marhe in�nie omprenant un iruitde valeur négative (iruit dit absorbant).Il est tentant de transformer le problème en :Etant donné deux sommets a et b, trouver le plus ourt hemin allant de
a jusqu'à b dans G.Mais alors le problème devient NP-di�ile.
Algorithme de Dijkstra [16℄Algorithme de Dijkstra 1959Données: un graphe orienté G = (X,U), une fontion de oût

ω : U →R+Résultat: une arboresene de hemins issus de x0

OUV ERTS ← {x0}
FERMES ← ∅
Parent(x0)← NIL
∀y 6= x0 , Parent(y)← y
d(x0)← 0
∀y 6= x0 , d(y)← ⊤ (l'élément maximal de T )tant que OUV ERTS 6= ∅ faireChoisir un sommet z ∈ OUV ERTS tel que

d(z) = miny∈OUV ERTS{d(y)}
Ajout(z, FERMES)Explorer(z)
V irer(z, OUV ERTS)



4.3. LES DIFFÉRENTS PROBLÈMES 27Explorer(z)pour Tous les voisins y de z fairesi y ∈ FERMES alorsNe rien fairesi y ∈ OUV ERTS alorssinonsi d(z) + ω(z, y) < d(y) alors
Parent(y)← z
d(y)← d(z) + ω(z, y)

Ajout(y, OUV ERTS)
Parent(y)← z
d(y)← d(z) + ω(z, y)Théorème 7 Lorsque la valuation ω est à valeurs positives, l'algorithmealule bien une arboresene des plus ourts hemins issus de x0.Preuve:Considérons les invariants prinipaux de l'algorithme.Invariants1. ∀x ∈ OUV ERTS, il existe un hemin µ de x0 à x tel que, d(x) = ω(µ)2. À la �n de la ième exploration d'un sommet, ∀x ∈ OUV ERTS ∪
FERMES, d(x) est égale à la valuation minimale d'un hemin de Gde x0 à x n'utilisant que des sommets FERMES sauf éventuellement
x.L'invariant 1 se montre failement par réurrene, montrons l'invariant 2aussi par réurrene. Pour se faire indexons par i tous les objets de l'algo-rithme à la �n de l'exploration du ième sommet.À l'initialisation lorsque i = 0, l'invariant est trivialement vrai. Supposonsle maintenant vrai jusqu'à l'exploration du (i-1)ème sommet. Soit x le sommetexploré à la ième itération.Considérons z ∈ OUV ERTSi∪FERMESi, il y a plusieurs as possibles.� Soit xz /∈ U , mais alors il n'existe pas de hemin joignant x0 à z n'uti-lisant que des sommets de FERMESi sauf éventuellement z. Comme
di(z) = di−1(z), l'hypothèse de réurrene permet de onlure.� Soit xz ∈ U et z /∈ OUV ERTSi−1 ∪ FERMESi−1. Dans e as leseul hemin joignant x0 à z n'utilisant que des sommets de FERMESi



28 CHAPITRE 4. PARCOURS ET CHEMINS DANS LES GRAPHESsauf éventuellement z passe par x et l'algorithme a�ete bien à di(z) lavaleur de e hemin.� Soit xz ∈ U et z ∈ OUV ERTSi−1. Quand le sommet x est fermé à laième étape, il existe un hemin joignant x0 à z n'utilisant que des som-mets de FERMESi sauf éventuellement z passant par x. L'algorithmeprend en ompte la valeur de e hemin pour aluler di(z), on peutonlure grâe à l'hypothèse de réurrene.� Soit xz ∈ U et z ∈ FERMESi−1. Dans e as l'algorithme ne fait rien(i.e. di(z) = di−1(z)) montrons que 'est justi�é. En e�et supposonsqu'il existe un hemin µ = [x0, x1, . . . xk, xk+1 = x, z] allant de x0 à ztel que ω(µ) < di(z).Soit j ∈ [0, k] l'indie du dernier sommet de µ qui ait été exploréavant que z ne soit exploré à l'étape h. Par hypothèse de réurrene
dh(xj+1) = ω(µ[x0, xj+1]). Comme les valuations des ars sont positives,on en déduit : dh(xj+1) < dh(z) e qui ontredit l'hypothèse sur j, arl'algorithme aurait du explorer xj+1 avant z.

2L'algorithme A*Si la fontion hoix fournit un sommet z véri�ant :
d(z) + h(z) = miny∈OUV ERTS{d(y) + h(y)} où h(y) est une information"heuristique" sur la distane qui reste à parourir.et si l'instrution : "Ne rien faire" de l'algorithme de Dijkstra est rempla-ée par :si d(z) + ω(z, y) < d(y) alors

Parent(y)← z
d(y)← d(z) + ω(z, y)
Ajout(y, OUV ERTS)On suppose que ette fontion h(y) est une information disponible enhaque sommet du graphe. L'usage de et algorithme est adapté au as oùl'on herhe un plus ourt hemin d'un sommet x0 à un sommet t. La valeurde h(x) pour un sommet x donné, étant une estimation de la distane qu'ilreste à parourir pour aller de x à t.Dans les deux instaniations préédentes, le goulot d'étranglement deomplexité provient de la gestion de l'ensembles des OUVERTS. Il faut utili-



4.4. UN CADRE GÉNÉRAL 29ser une struture de données qui permette le alul du minimum en O(logn)ou mieux.4.3.0.1 Algorithme de PrimLe graphe est non orienté, les arêtes sont valuées et si le sommet à explorerest elui
d(z) = miny∈OUV ERTS{d(y)}et si l'exploration devient :Explorer(z)pour Tous les voisins y de z fairesi y ∈ FERMES alorsNe rien fairesi y ∈ OUV ERTS alorssinonsi ω(z, y) < d(y) alors

Parent(y)← z
d(y)← ω(z, y)

Ajout(y, OUV ERTS)
Parent(y)← z
d(y)← ω(z, y)L'algorithme i-dessus alule un arbre de poids minimum de G et 'estune implémentation de l'algorithme de Prim. En outre, il est faile de mon-trer que l'arboresene obtenue est elle des distanes minimum (suivant ladistane du max) issue de x0.4.4 Un adre généralTous les algorithmes de plus ourts hemins préédemment présentéspeuvent être vus omme des implémentations d'un algorithme générique,dé�ni omme suit. On onsidère un graphe G = (X,U) orienté et l'on sup-pose les ars munis d'étiquettes, i.e. une valuation ω : U → T . où T est unensemble muni d'une relation d'ordre total≪, et de deux éléments distingués

⊤ (resp. ⊥) un unique élément maximal (resp. minimal).On étend ette valuation aux hemins omme suit :
µ = [x1, . . . , xk], ω(µ) = ⊕i=k−1

i=0
ω(xi, xi+1).



30 CHAPITRE 4. PARCOURS ET CHEMINS DANS LES GRAPHESLa relation ⊕ binaire assoiative sur T, étant interprétée suivant lesexemples, omme :� l'addition dans le as usuel où T est l'ensemble des entiers, des ration-nels ou des réels,� le maximum,� un produit ou la onaténation dans un monoide,� . . .La relation d'ordre total ≪ s'interprétant omme :� l'ordre usuel quand T est l'ensemble des entiers,� l'ordre lexiographique lorsque T est un langage,� . . .Algorithme de Parours GénériqueDonnées: un graphe orienté G = (X,U), une fontion de oût
ω : U → TRésultat: une arboresene de hemins issus de x0

OUV ERTS ← {x0}
FERMES ← ∅
Parent(x0)← NIL
∀y 6= x0 , Parent(y)← y
d(x0)← ⊥ (l'élément minimal de T )
∀y 6= x0 , d(y)← ⊤ (l'élément maximal de T )tant que OUV ERTS 6= ∅ faire

z ← Choix(OUV ERTS)
Ajout(z, FERMES)Explorer(z)
V irer(z, OUV ERTS)



4.4. UN CADRE GÉNÉRAL 31Explorer(z)pour Tous les voisins y de z fairesi y ∈ FERMES alorsNe rien fairesi y ∈ OUV ERTS alorssinonsi d(z)⊕ ω(z, y) < d(y) alors
Parent(y)← z
d(y)← d(z)⊕ ω(z, y)
Ajout(y, OUV ERTS)
Parent(y)← z
d(y)← d(z)⊕ ω(z, y)



32 CHAPITRE 4. PARCOURS ET CHEMINS DANS LES GRAPHES



Chapitre 5ConnexitésUn graphe G est k-onnexe ave k ≥ 1 si pour ∀x, y ∈ G, il existe khaînes sommet-disjointes allant de x à y.De même un grapheG est k-arête-onnexe ave k ≥ 1 si pour ∀x, y ∈ G,il existe k haînes arête-disjointes allant de x à y.Un point d'artiulation (resp. un isthme) de G, est un sommet x (resp.une arête e) tel que G− x (resp. G− e) est non-onnexe.Théorème 8 Pour un graphe non orienté G onnexe, les quatre onditionssuivantes sont équivalentes :1. G est 2-onnexe2. G n'admet pas de point d'artiulation3. ∀x, y, z ∈ G, il existe une haîne de x à y passant par z4. ∀x, y, z ∈ G, il existe une haîne de x à y évitant z

33



34 CHAPITRE 5. CONNEXITÉS



Chapitre 6Graphes planaires
6.1 Dé�nitions de baseLes notions étudiées i-après de planarité, sont parmi les notions les plusdéliates à présenter de la théorie des graphes ar elles utilisent de la topo-logie (notions de voisinage) de la géométrie (oordonnées, distanes) et de laombinatoire (gestion de tous les assoiations possibles).Cependant l'étude des graphes planaires est indispensable en imagerie,ar toute image 2D peut être représentée par un graphe planaire.Dé�nition 2 Un graphe G = (X,E) non orienté est dit planaire s'il admetune représentation dans le plan dans laquelle les arêtes ne se roisent qu'auxsommets.Une représentation planaire d'un graphe est appelée un graphe planairetopologique ou plongement, on la notera φ(G). On posera |X| = n et |E| = m.Tous les graphes ne sont pas planaires, ainsi K3,3 et K5 ne le sont pas.Un graphe planaire peut avoir plusieurs plongement planaires non iso-morphes.Dans un plongement planaire on assoie à haque sommet un point duplan et les arêtes sont des ourbes ontinues du plan "ars de Jordan". Ce-pendant pour l'usage que nous en ferons nous pouvons faire l'hypothèse queles arêtes sont représentées par des lignes polygonales (suite �nie de segmentsde droites).Commençons par quelques dé�nitions de topologie :35



36 CHAPITRE 6. GRAPHES PLANAIRESDé�nition 3 U un ensemble de points de R2 est appelé un ouvert, s'ilvéri�e :
∀p ∈ U, ∃ǫ > 0 tel que ∀p′ véri�ant d(p, p′) ≤ ǫ alors p′ ∈ U .Les deux dé�nitions suivantes utilisent un plongement planaire φ(G) de

G.Dé�nition 4 O un ouvert de R2 est appelé une région de R2 par rapport à
φ(G), s'il véri�e :
∀p, p′ ∈ O, il existe une ligne polygonale qui va de p à p' sans roiserd'arête de φ(G).Dé�nition 5 Une région F maximale est appelée une fae de φ(G).La version restreinte du théorème de Jordan :Théorème 9 Une ligne polygonale simple fermée partage le plan en 2 régions(l'intérieur et l'extérieur).Soit F l'ensemble des faes de φ(G), on notera |F | = f et f = f0 + 1 où f0représente le nombre de faes �nies.Théorème 10 Si G est onnexe, pour tout plongement planaire φ(G) de Gvéri�e la relation d'Euler :
n−m+ f = 2Preuve: La preuve se fait à l'aide d'une indution simple sur le nombre desommets.� Pour n = 1.Lorsquem = 0, il n'y a qu'une fae et la relation est véri�ée. On proèdealors par indution sur le nombre d'arêtes en remarquant qu'un telgraphe est onstitué de m boules sur l'unique sommet. Si on onsidèreune boule, d'apres le théorème préédent elle sépare le plan en deux.On peut don enlever une boule et ela revient à enlever exatementune fae et don ela marhe par indution.� Dans le as où n > 1.Comme G est onnexe il admet au moins une arête e = [a, b]. Onontrate ette arête, ela nous donne un nouveau graphe G′ ayant unearête et un sommet de moins. Cette opération ne peut ni supprimer niréer de fae don on peut onlure en utilisant l'hypothèse d'indution.

�



6.2. DUALITÉ 37Il existe une autre preuve direte, basée sur la onstrution d'un arbrereouvrant T de φ(G). À haque arête du oarbre de φ(G) on assoie l'arêteorrespondante du dual. Cela nous permet de onstruire un arbre reouvrantde φ(G)d. Don m = n− 1 + f − 1. Cette très jolie preuve est tirée de [4℄.En onséquene le nombre de faes de φ(G) ne dépend pas du plongementde φ (ne dépend que des nombres de sommets et d'arêtes).On peut aussi remarquer que les faes �nies de G supposé onnexe onsti-tuent une base de l'espae des yles et l'on a :
f0 = m−n+1 = ν(G) formule du nombre ylomatique d'un graphe, i.e.la dimension de l'espae vetoriel des yles de G, e qui engendre une autrepreuve de la relation d'Euler.Cette égalité n'implique pas que pour tout yle µ de G, il existe unplongement φ(G) dans lequel e yle µ soit une fae (pour s'en onvainre, ilsu�t de onsidérer un yle à 4 sommets muni de deux diagonales K4).Remarque : En fait la relation d'Euler est valable pour un plongementsur une surfae orientable S de genre genre(S) :
n−m+ f = 2− 2genre(S)Rappelons que le genre de la sphère est 0, surfae équivalente au plan,don aussi de genre 0.Corollaire 2 Un polyèdre onvexe P de R3 ayant n sommets, f faes et marêtes véri�e :n−m+ f = 2.En e�et on peut représenter sans roisement sur la sphère un tel poly-èdre. En prenant une fae quelonque du polyèdre omme fae in�nie onpeut obtenir une représentation plane de P sur lequel on applique la formuled'Euler.Cette formule n'est plus valable si le polyèdre admet des trous, il y a desontrexemples.6.2 DualitéDé�nition 6 A tout plongement planaire φ(G) d'un graphe G = (X,E), onpeut assoier son dual, i.e. un autre graphe φ(G)d dont les sommets sont lesfaes de φ(G) et l'adjaene entre faes est dé�nie par les arêtes ommunesaux deux faes dans φ(G). À haque arête ommune aux deux faes, on asso-ie une arête dans φ(G)d. Ainsi même si φ(G) est un graphe simple, φ(G)dpeut être un multigraphe.



38 CHAPITRE 6. GRAPHES PLANAIRESUne représentation planaire de φ(G)d s'obtient aisément, il su�t de mettreun point au milieu de haque fae de φ(G) et de les relier à toutes les faesadjaentes.Exemple élèbre : le diagramme de Voronoi [34℄ et la triangulation deDelaunay (Charles Eugène Delaunay, mathématiien Français 1816-1872),sont deux graphes planaires duaux dé�nis à partir d'un ensemble de points.Ainsi φ(G)d admet f sommets et m arêtes (ar une arête de φ(G)d or-respond exatement à une arête de φ(G)).Il est faile de véri�er que (φ(G)d)d est isomorphe à φ(G) si et seulementsi G est onnexe. En e�et le passage au dual préserve la onnexité, maissi un graphe admet plusieurs omposantes onnexes son plongement φ(G)aussi. Cependant (φ(G)d) est onnexe (grâe à la fae in�nie) et don aussi
(φ(G)d)d qui ne peut don pas être isomorphe à φ(G).Cependant il existe des graphes (par exemple un yle ave deux arêtespendantes) pour lesquels tous les plongements bien que ombinatoirementisomorphes ne sont pas topologiquement équivalents (sur l'exemple du yle,suivant que l'on mette les deux arêtes pendantes dans la même fae ou non).Ces deux plongements même s'ils sont ombinatoirement isomorphes, ne sontpas topologiquement équivalents.Ainsi il existe des graphes planaires G possédant deux plongements φ(G)et φ′(G) tels que φ(G)d et φ′(G)d ne sont pas ombinatoirement isomorphes.En outre on peut montrer :Un graphe n'admet qu'un plongement planaire (à un isomorphisme prèspréservant la topologie) s'il est 3-onnexe. Dans un tel as on peut vraimentparler du graphe dual Gd d'un graphe planaire G.6.3 Cas partiulier des graphes simplesOn dit qu'un graphe G est simple s'il n'admet ni boule ni arête multiple.Pour un graphe planaire être simple implique que pour tout plongement lesfaes ont au moins trois arêtes :
∀α ∈ F , degre(α) ≥ 3d'où : 2m =

∑
α∈F degre(α) ≥ 3f ,et don f ≤ 2m

3
.En reportant dans la formule d'Euler, on obtient :

m = n− 2 + f ≤ n− 2 + 2m
3

d'où : m ≤ 3n− 6



6.4. EXERCICES 39De même on a f ≤ 2m
3
≤ 2/3(3n− 6), 'est à dire :

f ≤ 2n− 4 .On peut retenir que pour les graphes planaires simples m, f ∈ O(n).6.4 Exeries1. On onsidère un graphe planaire G et un de ses plongement φ(G),montrer que pour toute fae F de φ(G), il existe un plongement ψ(G)dans lequel F est la fae in�nie.2. Montrer en utilisant la formule d'Euler que K3,3 et K5 ne sont pasplanaires. Proposer une autre preuve, sans utiliser la formule d'Euler.3. K3,3 et K5 sont-ils plongeables planairement sur un tore, un ruban deMoebius ?4. Montrer qu'un graphe planaire simple admet au moins un sommet dedegré inférieur ou égal à 5.En déduire qu'un ballon de football ne peut être uniquement réalisépar outures de pièes de uir hexagonales.5. Déduire aussi de ette propriété un odage e�ae en mémoire d'ungraphe planaire. Préiser le nombre de bits néessaires pour oder ungraphe planaire ayant n sommets.6. Montrer que toute triangulation d'un polygone à n �tés utilise exa-tement n− 3 diagonales pour réer n− 2 triangles.7. Les solides platoniiens. Montrer qu'il n'existe que 5 solides ou poly-èdres qui soient réguliers de degré k et dont toute fae soit un polygonerégulier à d �tés.6.5 Graphes planaires maximauxNous appelerons graphe planaire maximal un graphe simple planaire G,tel que l'ajout d'une arête lui fasse perdre ette planarité.Il est faile de véri�er que dans un tel graphe toute fae est un triangle(même la fae in�nie) et le nombre d'arêtes véri�e m = 3n− 6. En fait, nousavons les équivalenes suivantes pour un graphe simple et planaire G :
G est maximal ssi toute fae est un triangle ssi m = 3n− 6.



40 CHAPITRE 6. GRAPHES PLANAIRESDe tels graphes sont presque omposés de 3 arbres reouvrants (e quiferait 3n-3 arêtes) et il y a eu de nombreux travaux de reherhe sur e sujet.[℄
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